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RECHERCHES SUR L’HYDRODYNAMIQUE. 


PREMIÈRE PARTIE. 

SUR LES PRINCIPES FONDAMENTAUX DE I/HYDRODYNAMIQUE. 


INTRODUCTION. 

En donnant à la Mécanique rationnelle'une forme nouvelle et beaucoup plus 
générale que celle qu’elle avait reçue jusqu’ici, la Thermodynamique nous oblige 
à une révision de toutes les sciences que l’on regardait autrefois comme des 
branches de la Mécanique. En diverses publications('), nous avons déjà entrepris 
une (elle révision pour les principes de l’IIydrostatiquc, Nous nous proposons 
aujourd’hui de soumettre à une analyse semblable les fondements de la Dynamique 
des Fluides. 

-—- 

CHAPITRE I. 

LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 

§ 1. — Comment os passe des équations de l’équilibre d’un système 

AUX ÉQUATIONS DU MOUVEMENT VU SYSTÈME. — De LA VISCOSITÉ EN' 
GÉNÉRAL. 

Considérons un système indépendant des corps extérieurs. Supposons que ce 
système soit défini par la température absolue T de chacune de ses parties cl par 
des variables normales . Soit 5* Je potentiel interne de cc système. Dans une 

(*) Voir, notamment. Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique 
(Annales de VÉcole Normale supérieure, 3 e série, t. X, p. i8i; i8q3L 

I). 
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modification virtuelle qui laisse* invariable la tehipératurè’ dc chacune des parties 
du système, ce potentiel éprouve une variation o r J. Dans la même modification, 
les actions extérieures auxquelles le système est soumis effectuent un travail </€>•' 
Les conditions d'équilibre du système s’obtiennent en écrivant que l’on a, pour 
toute modification qui laisse invariable la température de chaque partie, 

(l) ' (të'— Qf$=0. 

Lorsque le système est en mouvement, cette condition n’est plus exacte eu 
général;'on à alors, à chaque instant /, et pour toutes les modifications virtuelles 
et isolhcriniqucs (pie l’on peut imposer au système à partir de l’étal qu’il traverse 
eu ccl instant, 



(l&t -f- (/(' j + (ll£ v — OfJ -—- O, 


d&j étant le travail virtuel des actions d y inertie en la modification virtuelle con¬ 
sidérée et d(E v étant, en la même modification, le travail virtuel des actions de 
viscosité . 

La signification du premier terme est bien connue. Soient 


dm } une masse élémentaire appartenant au système; 

v>, y r , y,, les composantes de son accélération à l’instant t; 

or, dy, dz, les composantes du déplacement subi par un point de celle masse en 
la modification virtuelle considérée. 


L’expression 




or ~i~ y y dy -h y z dz ) dm , 


où l’intégrale s’étend au système entier, définit le travail virlucl des actions 
d’inertie. 

La définition du travail virtuel des actions de viscosité nécessite quelques 
développements. 

Les propositions suivantes louchant les actions de viscosité ont été données 
soit à titre d’hypothèses, soit à titre de théorèmes, dans un cours sur les Fonde¬ 
ments de VEnergétique, professé à la Faculté des Sciences de Bordeaux, en 
1898-1899. 


I. Supposons un système de température absolue uniforme T, et défini par 
celle température absolue et des variables normales a, fi, ., ., Le travail virtuel 
des actions de viscosité en une modification isothermique ou non a pour expres¬ 
sion 


Ci) 


ddy—f^dy. f{\ Oj3 H-.. .-f-/>. o).. 
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Les actions de viscosité dépendent des variables suivantes : 

*, P, ■ • , >•, T, 

du dp. iD. 

■ —— — « —— « • • • » —— « 

dt dl dt 


11. Si l’une des variables à, jî, • sert seulement à fixer la position absolue 
da système dans l’espace, les actions </., è 3, .X ne dépendent pas de cette 
variable. 


Si l’une des vitesses • ••> ^ définit seulement la vitesse d’un certain 

de dl dl 

déplacement d’ensemble da système dans l’espace, les actions / a , Jp, ... j\ ne 
dépendent pas de celte vitesse. 

Si la modification virtuelle 





correspond simplement à un déplacement d’ensemble du système dans l’espace, 
le travail virtuel di F v correspondant est nul. 

111. Si l’on a 


on a aussi 





/f°» 


dl_ 

dl 


o, 



o. 


IV. On a, cfy toutes circonstances, la condition 


dy 


d?, 




dt 


dl < 
dt = 


O 


qui peut s’énoncer ainsi : / 

lui toute modification réelle du système, les actions de viscosité effectuent 
un travail nul ou négatif / 

Nous avons vu par le n° If (juc ce travail est nul si la modification réelle du 
système se réduit à un déplacement d’ensemble; en général, il n’est nul que dans 
ce cas. 

V. (Hypothèse approximative.) Comme première approximation, on peut 
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admettre, cl nous admettrons dorénavant, que Von a 


(C) 


r . da . </3 . dl 

U - A„ ^ 4- + • • • ■+ A*X 

, . <l<x . </3 . . r/X 

/p- A ?a^+ A ^^-+,..+ A ?) .^, 


. 4 dy. . (13 . (il 

Â - A) * 77F + A) ? 7/F + • • • + Aw <7 ’ 


les /V ne dépendant plus que des variables a, jî, .,X, T. 


Considérons la forme quadratique J* en 


(la d {3 


rfX 


f//* dt'"'* dt 


— > définie par l’égalité 


(7) 


— — Aaa i 


(deçV 
\dt 


) +A ^(S) + -•• +Au (ttf 


) ! 


+ 2 ( A '' +A /') ~fï %' 

0 


le signe ^ représentant une somme qui s’étend à toutes les combinaisons des 


'/ 


lettres a, t 3, deux à deux. 

Nous avons alors 


( 8 ) 


t da t d3 r (O. f 

A 77 J + - • -+f> 7*7 — — 




dl 


La condition (o) nous enseigne que la forme i'est positive, sauf dans le cas où 
la modification , 




dl - ( - r cII 
(il 


se réduit à un déplacement d’ensemble du système. 

VI. (Hypothèse de lord Rayleigh ). On peut encore, avec lord Rayleigh, 
supposer que Ton a 


(9) 


A// — A/»*. 


La comparaison des égalités ( 6 ) et ( 9 ) donne alors 


(10) 


/a ““77/«’ 

à m 


/? — 


d£ 

A 

dl 


h 


0£ 

, </7. 
J 37 


La fonction J : a reçu de lord Rayleigh le nom de fonction de dissipation ; 
lord Kelvin et AI. Tait la nomment dissipativilê , 
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Scion l’égalité (8), au cours de la modification réelle que le système subit dans 
le temps dl } les actions de viscosité effectuent un travail — 2 S dt, 

VII. Si un système est formé de plusieurs parties contiguës, ces parties sont 
dites soudées cnire elles lorsque deux points matériels infiniment voisins et situés 
de part cl d’autre de la surface de contact éprouvent en toutes circonstances des 
déplacements soit réels, soit virtuels, qui diffèrent infiniment peu. 

Appelons actions de viscosité intrinsèques à chacune de ces parties les actions 
de viscosité qui lui correspondraient si elle formait un système indépendant. 

Nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Lorsque toutes les parties, de même température ou de températures dif¬ 
férentes, qui composent un système sont soudées entre elles, les actions de 
viscosité effectuent, en une modification réelle où virtuelle de ce système, un 
travail qui est la somme des travaux des viscosités intrinsèques des diverses 
parties, 

Considérons n quantités infiniment petites Sa, 36, ..., 3/, liées aux n modifi¬ 
cations réelles ou virtuelles 3 2 , .. S\ par les n relations 


00 


Sa — \ Ja% ày. 4- L„ j -h ... 4- L a ). SX, 


ol .— L fix 4- L/jj op 'J-... + L/). SX, 


o ii les quantités L/y sont des fonctions des variables a, [3, et que nous 

supposons non intégrables. 

Supposons que le déterminant des L/y ne soit pas nul, de telle sorte qu’on puisse 
résoudre les équations ( 11 ) sous la forme 



OCX — ù(t *r Ma'/ 06 4-. . . 4 _ M^/ ol, 


SX 1 = M). a Sa 4- M)ô SU 4- . . . 4- M)./ SI, 


Les égalités (1 0 nous enseignent quY/ toute modification infiniment petite, 
réelle ou virtuelle, imposée au système à partir d’un état déterminé, corres¬ 
pond un système déterminé de valeurs infiniment petites de Sa, 36, ..., 3/. 

Les égalités ( 12 ) nous enseignent que réciproquement, à tout système de 
valeurs infiniment petites de Sa, 36, ..., SI, 8T correspond une modification 
infiniment petite déterminée, réelle ou virtuelle, du système pris dans un 
étal déterminé . 

Les variables a, (î, ..., X étant supposées des variables normales, le travail 
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cxlcçnc f/£«. cl le travail d’incrlic dÇj sont de la forme suivante : 


(>3) 

(i4) 


- à oz H o*3 +L o)., 

tfSy i= ,V % oz J p o 4 3 -f-... J>. o).. 


Ni Pmi ni l’autre ne renferme de terme en oT; de plus, les grandeurs A, B, . •., 
L sont indépendantes de T; les grandeurs J a , Jp, ..., J), sont indépendantes de T, 


, dï t . rf*T 

,lo 7f clllc ‘3p- 

Si nous posons 


05) 


et 


| P<« — A M a ,i 4 " B Mj-, h*. . *-t- L M),(^ 

.... 

1 '/ ~A Ma/ ~r~ B Mp/ -f.. .-i* L M)./) 


/ • 


(« 6 ) 


y a '— Jet Aïottt "T" ‘lp Mjîti 4- * • • J). 


7 / — J a M*/ 4- J 3 Mp/ 4-... 4- J). M) /, 


cas auquel les quantités 


I\„ l^> Vt 


seront indépendantes de T et les quantités 


J<n J t>> 


II 


s r 


fPT 


indépendantes de T, de et de ,,OI,s aurons 


dt 


(* 7 ) 

( f S) 


dt e - l\ t da -\- l' b ob 4-. .. -h P, q/, 
*(£/ — 7 <i on ob 4-. . • "4~ Ji ol. 


Posons de meme 


Oo) 


| é>tt — f r J- /p ^i^<ï • * * 4 ~ y>. ^i)fi » 

<.» 

( ol “/a M u( M?/ 4-. . . t-/). M)./* 


Comme/*, /p, . ./>., les quantités gt,, ..., seront déterminées si Ton 

* «i. t , dv. r/3 <D. 

connaît l étal du système a 1 instant t et, en outre, ~i •• •> comme / a , 

/p, • *. > f\y elles s'annuleront toutes si ces n dernières quantités s’annulent toutes. 
Désignons par da } db , ,.., rf/ les valeurs que prennent réellement Sri, Sfr, ,.,, 
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dl pendant le temps infiniment petit di. Les égalités (i t) et ( 12 ) nous donneront 


(11 bis) 


{ du 
~dî 

tU 
dl 


r dot * dfi f d). 

L " a Tt + v,a $~di + l ‘ ay 7i 5 


da . dp . d). 

^ ~r ~ * L/). — > 


d£ 


rf£ 


(12 £>«) 


dot Xf da . d/> vi 

Tl ~ ^ ^ + • -. 


d). da lf db Ar d/ 

rfF ~ M)a Tt + M)4 Ta + -‘- + M)7 5*' 


Les égalités (12 ô/a?) nous montrent (pie, lorsqu’on connaît • **> on 

connaît aussi ^ et que, pour que ces n dernières quantités s’an¬ 

nulent, il faut et il suffit que les n premières s’annulent. Nous pouvons donc 
dire que, lorsque Von connaît Vêlai du système à Vinstant l et, en outre, les 

quantités —• • • > on connaît les quantités g ay gb , • * •> gt\ °l <l uc h* 
n égalités 


( 20 ) 


da 

dt 


o 


db 
dl. ~ 


dl 

dl — ° 


entraînent les n autres égalités 


( 21 ) 


g a '= <>J 


gb~ o, 


* î 


gi ~ °* 


Moyennant l’introduction de ces quantités, l’égalité (4) peut s’écrire 


( 22 ) 


d &.. = g a àu -+- g b db -h. . . 4- g / dl. 


La condition (8) devient alors 


(23) 


da db dl < 

Sn T + Sb Ti^--- + i},l Tt= 0 ‘ 


Le signe d’égalité convient certainement si la modification 


da ~ da , db — db , ..., 

* 

se réduit à un déplacement d’ensemble du système. 
Supposons que les quantités 

fa* /fi •••» /). 

D. 


a/=v// 
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soient de la forme ( 6 ); nous aurons sûrement, en vertu des égalités ( 19 ) cl 

(12 bis). 

1 u i> db i> d/ 

g a — ^ ^ * * * _ H I>ti/ * 


( 30 ) 


.. (la db 

~ Bi„ “JT + « 




o"* -- 1*6,1 + 1*66 + . . . -1- B*/ ^ > 


avec 


( 21 ) 


.. da .. db dl 

St — ■'/„ -77 -|- IJ/* -77 -4-... -J- |1// ~ r . 


dl 


dl 


dl ’ 


B .i.i = 


lu 


B 


Ad 


« 

MJ,* Aaa 4- M<a a Mpa Aap 4" * • • “h Meta 
4 - Mp* Mïa Api 4- App - 4 -... -i- Mp« M). rt Apy 

-h....... 

* 1 

4 - M).a Mia A>i - 4 - My„ Mp„ Ayp 4~... -h M>a A»., 

Ma* A*» 4- Mot f i Mp& Aap 4~ ■ . . -J- Ma»* M).* Aa). 
4- Mpa M a * Api 4- Mp* App 4 - ... 4 - Mp* My* Apy 

■H.. t .«....... 

4- M). a Mai A>.a 4- My a Mp* Ayp 4-... 4- M>. f , My* A», 

.*...*. . • • f 

Ma* Maa Aaa 4- Met* Mp tl A a p 4-... 4- Ma* My a A a). 
4 - Mp* M a a Ap* -f* Mp* Mp f * A pp 4- ... -v- Mp* M). ( , Apy 

h. 

AI).* Âlan A).a 4- M).* Mp a Ayp 4’... 4- M).* M)»i A).)., 


à l’inspection de ces formules, on voit de suite que, si l’on a 

( 9 ) A//=A//, 

on a aussi 

( 22 ) B tj—\\ji % 

en sorte que l'hypothèse de lord Rayleigh entraîne la conséquence suivante : 
La fonction ©, que définit Végalité 

* V /i) i> \ di dj 
o 
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est telle que Von ait 


<^l> 


fr 


de 

. da 

** 


b'o-- 


ôé 
» db 
Ô dt 




dé 

,dl 

d di 


Alors, le travail des actions de viscosité dans une modification réelle du système 
a pour valeur — 2 <ÏÏ> dt . 

Voici maintenant ce qui fait l’intérêt des considérations qui viennent d’être 
développées. 

Dans un grand nombre de cas, l’état du système que l’on étudie n’est pas défini 
explicitement par un certain nombre de variables indépendantes a, p, .. M )., T; 
ou sait seulement que tout changement infiniment petit, réel ou virtuel, de l’état 
du système est défini par une variation infiniment petite ST de la température 
absolue et par n quantités infiniment petites Sa, Sb, . . SI, indépendantes entre 
elles et indépendantes de oT; dans le cas particulier ou il s’agit de la modification 
réelle éprouvée par le système pendant le temps dl, Sa, Sb , ..SI sont repré¬ 
sentés \rdv da, db, . dl. 

Dans ces cas, on continue à admettre l’exactitude de l’égalité (2), où 3 désigne 
une quantité qui a, en chaque étal du système, une valeur déterminée et où S ^3 
est la variation éprouvée par cette quantité au cours de la modification que l’on 
obtient en joignant ST = o à des valeurs arbitraires de Sa, Sb, ..., S/. 

Supposons que le travail externe d& e elle travail d’inertie dü>j puissent prendre 
les formes (19) et (18), où P rt , P$, V( sont des quantités indépendantes de T, 

r/T d v Y 

tandis que les quantités ja,jb } jt sont indépendantes de T, de -jj et de*^7* 

Nous dirons que Sa, S b y ..., Si, ST forment un système de variations normales . 

Lorsque les changements infiniment petits qu’un système peut éprouver seront 
définis au moyen d’un système de variations normales, nous admettrons, touchant 
le travail de viscosité r/Ç v > les hypothèses suivantes : 

I. Ce travail est de la forme (22), les grandeurs g a , gb, gi ayant des 
valeurs connues à l’instant / lorsque l’on connaît, à cet instant, l’état du système 

et, de plus, les valeurs de~^> ^ 


dl ' dl 


dt 


IL Elles ne dépendent pas de la position absolue du système dans l’espace. Si 
l’une des variations Sa, S&, SI, soit Sa, produit seulement un déplacement 
d’ensemble du système dans l'espace, les actions g a , gi, ..., g( ne dépendent pas 
. da 

<,e W■ 

Si la modification réelle ou virtuelle Sa, Sb, ..., Si correspond à un déplace¬ 
ment d’ensemble du système dans l’espace, le travail r/£,. correspondant est nul. 
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III. I jCS égalités (20) entraînent les égalités (21). 

IV. lin toute modification réelle, la condition (?. 3 )cst vérifiée. 

V. (Hypothèseapproximative.) Les quantités g a% gt, } ..gt sont données par 
les égalités (21), où les coefficients li sont indépendants de^>^“> 

VI. (Hypothèse de lord Rayleigh.) On a les égalités (22), ce qui, moyen¬ 
nant l’égalité de définition ( 23 ), entraîne les égalités (a/f). 

VIL Cette dernière hypothèse s’énonce comme l’hypothèse de même rang, 
relative au cas où le système est rapporté à des variables normales explicitement 


connues. 

Ces principes vont trouver leur application au paragraphe suivant. 


§ 2.— I)k l.-V VISCOSITÉ E.X UN CORPS QUI SUBIT UNE DÉFORMATION HOMOGENE. 

Considérons un corps qui se déforme et se déplace; soient ox 7 %y, 8s les com¬ 
posantes du déplacement du point de ce corps dont les coordonnées initiales 
étaient x 7 y 7 z \ 8#, 8)', 8s sont, en général, des fonctions de x 7 y y 5 . Posons 


0 ox 
Ox 


( 25 ) 


8D 


i> 


àoy 

ày 


3 D 


1» 


ddz 

dz 


( Ù J± 

\ dz 


'< ùi * + ^)=ao„ 


K 


ôdz 
Ox * 


Oy 

0 ox 


) = 30 „ 




3 »„ 


Si les six quantités 


dl) lf dl) it 8I)a, 8G„ 8G*, dC, 3 

s 

ont des valeurs indépendantes de x, y y z y nous dirons, avec W. Thomson él Tait, 
que le corps éprouve une déformation homogène. 

Tout changement infiniment petit de position et de figure d’un corps dont toute 
déformation est homogène est défini par la connaissance de douze quantités infi¬ 
niment petites, savoir : 

i° Les trois composantes o£, 8r 4 , 8Ç d’une translation; 

2 0 Les trois composantes 8w,, 8o> 2 , 8to 3 d’une rotation; 

3 ° Lès six quantités 8Dj, 8D>, 8D 3 , 8G,, 8G 2l 8G 3 définies par les égalités ( 25 ). 
Imaginons un corps dont toute modification infinitésimale est entièrement 
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déterminée lorsque l’on joint à ce s douze quantités la variation infiniment petite 

oTdela température, et supposons que, pour ce corps, ces treize quantités forment 
un système de variations normales. Proposons-nous de déterminer, pour un tel 
corps, la forme des actions de viscosité. 

Chacune des six variations 3 Ç,. £cd|, £co 2 , à(o 3 entraîne simplement un 

déplacement d’enseinble du système dans l’espace. Dès lors, d’après les hypo¬ 
thèses I et II, on doit avoir 

(26) . d&v — f\ dPi -f- fi dDj-t- g i «îGj ~b g t oGj-f- g 3 

les six quantités 

jif fz> gu oî) gz 

dépendant de l’état du système à l’instant considéré et des six quantités 


(27) 


Si l’on admet l’hypothèse approximative V, les six quantités f i} fz> gu g 1, 
g 3 sont des fonctions linéaires et homogènes des six variables (37), les coeffi¬ 
cients de ces fonctions dépendant de l’état du système à l'instant /. 

Si l’on admet l’hypolhèse de lord Rayleigh, elles dérivent d’une fonction de 
dissipation ©; celle-ci est une forme quadratique des six variables (27),* les coef¬ 
ficients de cette forme dépendent de l’élat du système à l’instant t. 

Le travail réel des actions de viscosité pendant le temps dt a pour valeur 
— dl\ celte valeur ne saurait dépendre du choix des axes de coordonnées; 
un changement d’axes de coordonnées ne change donc pas la valeur de la fonction 
de dissipation 

Considérons la déformation homogène qui, a chaque point (#, y y z) du système 
dans son état initial, ferait correspondre un nouveau point (æ\y\ «) par les for¬ 
mules 

S #'— x = [K, (x — x 0 ) -h G3 ( y — y 0 ) -b G \( s — s 0 ), 

y'~y= g 3 (x — x 0 ) -b d;o — y 0 ) + g; (s — z 0 ) f 

z r — z = G* (.r — x Q ) -p G, (y j'o) “H P3 ( z — ^o)> 

(x 0f y* 0 , 5 0 ) étant un point fixe quelconque. 

A celte déformation homogène correspondent trois axes principaux de dilata¬ 
tion que nous nommerons OX, O Y, O Z et trois dilatations principales que nous 
nommerons A',, A 2 , A' 3 . 

Prenons pour nouveaux axes de coordonnées OX, OY, O Z; apres ce change- 




G'.= 


rfl), 

dt ’ 

</G, 
dt ' 


IV, 


rfl>, 

dt ' 


D'.=- 


d\). 


rit _ lt 

U.- — 


d(\ t 
dt ' 


<n= 


dt 

rfG, 

ill 
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ment, nous avons, au lieu des six quantités (27), les six quantités 


a;, 

a;, 

a;, 

0 , 

0 , 

0 . 


©, qui n’a pas changé de valeur par ce changement d’axes, est maintenant une 
forme quadratique de A # t , A! 2 , A' 3 . 

Supposons maintenant que le corps étudié soit iVune nature telle que les 
déformations subies le laissent isotrope . 

Dans ce cas, la fonction de dissipation © doit garder la mémo valeur, soit que 
la dilatation principale ait, suivant OX, la valeur A',, suivant OY, la valeur A! 2 , 
suivant O/jj la valeur A' 3 , soit que l’on permute entre elles ccs trois valeurs d’une 
manière quelconque. 

La fonction de dissipation © est alors une fonction symétrique des trois 
quantités A', A! 2 , A' 3 . 


l’équation en A' 


a;, 

A' 3 sont, 

comme 

1)',-A' 

0; 

G', 

à. 

d; - A' 


«; 


i»V- A' 


= o 


qui, développée, s’écrit 

(29) A'* — ( f>' 4 4- I)' t 4- I),) A'* 

-h ( o; d; +1 >; d\ 4- d; - g;* - g; 1 - g;* ) A' 

' - ( d; d; d; + 2 g;g; g; - i>; g;* - d; g;* - iv 3 g;« ) = o. 

La fonction de dissipation ©, fonction symétrique des racines de cette équation, 
doit s’exprimer en fonction rationnelle de ses coefficients, (|ui sont : 


i>; -h d; + d;, 

d; 1»; 4- 1>; d; -h iv, d; - g? - g? - < 




»•* 


i '- 3 ^ 

d; d;+ 2 g; g; g; - 1>; g;* - d; g;* - iv, g;*. 

Mais comme elle doit être une forme quadratique des six grandeurs 

* i>'„ 0;, rr 3 , g',, g;, g;* 


elle s’exprime forcément par l’égalité 
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À cl B étant deux quantités qui dépendent seulement de l’état du système à 
Pinslant l . 

lin vertu des relations entre les coefficients et les racines de Péquation (29), 
© peut encore s’écrire 

(3i) 6 =r'À(A f , +A;+i;)*+B(iu;+A;i;4 a; a;>, 

ou bien 

(3?) * =-2é±I? ( a; +-a; + a;)*- H (A'* + a;* + a?). 

Introduisons, au lieu des coefficients A et B, deux nouveaux coefficients L 
et ]\I, liés aux précédents par les relations 


( 33 ) 


sA + B = L, 

B = —aM. 


Les égalités ( 3 o) et ( 3 a) deviendront respectivement 

* 

(3 obis) 6 — - (1); + l)' t -h l )’ 3 y 

- aM (»; i)' 3 + d ' 3 d; + d; n; - g ; 1 - g;* - g;*), 
(32 b h) e = k ( A', + a; + A', y + M (A’,* A', s + A', 1 ). 


On voit encore sans peine que l’égalité ( 3 o bis) peut s’écrire 


( 34 ) €> = 


3 L + aM 

G 


U)’,-*-»;+ !>;>* 


M 

-h VT 


j K»; — i>v)* -h (»; — i»;)*h- (»; —i>;) 4 +g(gï+g;* +«?>]• 


Le travail réel des actions de viscosité, pendant le temps r/f, est — 2©*//. (le 
travail ne peut être positif, en sorte que Pou doit avoir 

( 35 ) 

Admettons loiil d’abord que le système 11c puisse éprouver aucune déforma¬ 
tion qui n'cnlrainc un travail de viscosité; nous devrons avoir 


(36) 


6 > o 
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4 , 

toutes les fois que nous n’avons pas les six égalités 


J>;=o. d;^ 0 , d;=o, 

(i| — O, Cj — O, Gj — O, 


La forme quadratique © sera une forme définie positive en G', G! 2 , Gj, I)',, 
Dô, D' v Selon l’égalité ( 3 ol/i$) } son discriminant est 


aM o q 
o aM o 
o o aM 


o 


o 


o o 


o o 


o o 


o 


o 

o 

o 

L -H aM 
2 

L 

2 

L 

2 


O 

O 

« 

O 

L 


L 4- a M 
2 

I. 


O . 

O 

O 

L 

2 

L 

2 

L 4-2M 
2 


Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la forme ©soit définie posi¬ 
tive s’obtiennent à la manière ordinaire et sont les suivantes : 


M > o, M* > o, M 3 > o, 

M * ( L 4 - 2 M ) > o, M * ( L + M ) > o, 

M 5 ( 3 L 4 - 2M) > o. 


Elles se réduisent d’ailleurs à ces deux-ci : 

( 3 7 ) M>o, 

( 38 ) 3 L -f 2 iM > o, 

d’où découle, en particulier, l'inégalité 

(39) L + aM>o. 

L’égalité ( 34 ) montre en efiét que, si les conditions ( 3 ^) et ( 38 ) sont véri¬ 
fiées, la forme © est une forme définie positive. 

On peut, sans contradiction, admettre que certaines déformations d’un sys¬ 
tème déterminé n’entraînent aucun travail des actions de viscosité; alors, l’une 
des inégalités (37) et ( 38 ) peut se transformer en égalité. 

Supposons, tout d’abord, que l’inégalité (37) sc transforme en égalité et que 
l’on ait 



nKCHEUCIIKS SUT» 1/HYDRODYNAMIQUE» 



La coiulilion ( 38 ) devient 
(38 bis) L >o 

cl'l’égalité ( 34 ) devient 

(■34 bis) e = - (i>; + p; + !>;)*, 

Une déformation du système entraîne un travail négatif des actions de visco¬ 
sité, 5 moins que la vitesse de dilatation en volume (D',-P O* + U*) ne soit 
égale à o. 

Supposons, en second lieu, que l’inégalité ( 38 ) se transforme en l’égalité 
( 38 ter) 3 L -h 2 M = o. 


La condition (37) subsiste. L’égalité ( 34 ) devient 


M 


( 3 /, ter)- « = ~ [(D; - (»; - 1 >;)*+ (i>; - »;)*+ 6(0;* + g;* 4- g; 1 )]. 


Cette égalité nous enseigne que le travail réel des actions de viscosité est tou 
jours négatif, à moins que l’on n’ail 


g; = o, g; = o, g; = 

i>; = »;=»v. 


o, 


cas auquel, entre les instants t et (t + dt), le système se dilate en restant sem¬ 
blable à lui-môme. 

En vertu des égalités (24)* 0,1 a 


/. =- 


* /î _ d\)\ * 

73 “ 0 l )' 3 

Si 

dé 

~w t * 

<)é 

61 d(V t ’ 

<ô 

1 

II 

*5 

ou bien, selon l’égalité (3o bis), 



A =• 

-L(i)', + i);4-i)' 3 ) 

-2 M»;, 



-i,(i); + iii + i)i). 

-aMP'„ 

( 4 o) < 

? 

Il II 

— !»(!)', -4~ D'j H- P', ) 

-aMI);, 


£* = 

-4M r»;, 


J 

g% — 




D. 


3 
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Dk LA V ISCOSITÉ AU SEIN n'itfli B masse fluide. 


Considérons une masse Oui de cl supposons que les modifications réelles ou 
virtuelles auxquelles elle-peut être soumise .soient constamment assujetties aux 
conditions suivantes : 

i° Soient, en un déplacement virtuel, 3 a? * iz les composantes du déplace¬ 

ment du point matériel dont les coordonnées initiales sont oc } y y z\ 8#, Sy, 8s 
sont des fonctions continues de x y y y z. 

'2° Soient u } i», w les composantes, à l’instant /, de la vitesse du point matériel 
dont les coordonnées sont a?, y } z- y ii } v, <u sont des Jonctions continues 
dexy y y 3 . : 

Moyennant ces deux conditions, les liaisons qui existent entre les divers élé¬ 
ments du fluide sont des soudures. 

Donc, selon l’hypothèse marquée VII au § 1, le travail réel ou virtuel des 
actions de viscosité au sein de la masse fluide est égal à la somme des travaux dès 
viscosités intrinsèques des divers cléments eh lesquels cette masse peut être 
décomposée. *- 

Soit dm le volume d'un tel élément et soit d~ v dm le travail virtuel de ses visco¬ 
sités intrinsèques. On aura 



l’intcgrale s’étendant au volume entier du fluide. Toute notre attention doit donc 
porter sur la détermination de di v . 

d- v , dépend de l’état de l’élément dm a l’instant des vitesses relatives des 
diverses parties de cet élément, enfin du déplacement virtuel relatif de ces 
diverses parties. 

On doit regarder comme évident que- la quantité ck v sera altérée seulement 
d’une quantité infiniment petite par rapporta elle-même si l’on cflcctuc la double 
substitution que voici : 

i° Àu déplacement virtuel subi par l’élément dm } on substitue un autre dépla¬ 
cement virtuel, tel que le déplacement virtuel relatif de deux parties quelconques 
de l’clcmcnt dm ne soit altéré que d’une quantité infiniment petite par rapport à 
lui-même. 

2° Au déplacement réel que l’élément dm subit pendant le temps dt y on sub¬ 
stitue un autre déplacement infiniment petit, accompli pendant le même temps, 
et tel que la vitesse relative de deux parties quelconques de l’élément dm ne 
subisse qu’une altération iofiniiu^nl petite par rapport à elle-même. 

Or, il est visible qu’on peut satisfaire à la première condition en substituant 
au déplacement virtuel subi par l’élément dm une certaine déformation homogène 
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n 


dans laquelle 


1% àdx . x ddr 

Hl— —r—> JJ f — -""T— 

ôjj O y 


l >3 


(4a) 


0 àz 

lh* 



1 / 

^ d dy 


00;\ 

flj “ 

= il 

^ J; 

-h 

à y)' 


1 i 

- O 
''O 


dox\. 

Li = 

= d 

, à. t 


0; y 

rt 


(Ode 


Odz\ 

(i 4 - 

1 | 

2 

\ àf 

-f- 

Ox y 


les six seconds membres étant calculés pour un point arbitrairement choisi de 
l’élément dm* 

Il est visible que l’on peut satisfaire o la seconde condition en substituant au 
mouvement réel de l’élément '/ra, pendant le temps dl y une certaine déformation 
homogène de même durée, dans laquelle 


IV _ <*u 


m 


ôv 


})' _ ™ 
J, i — 


àiv 

JS' 


( 43 ) 


1 i 

f Oy 


ûtv\ 

■J 

kOz 


Of)' 

J , 

( 


Ou \ 

2 1 

\ O.v 

h 

Oy)’ 

1 , 

(Ou 


0i<\ 

9 

[à y 


Ox)' 


r< 

o; 

’c; 


les seconds membres étant calculés en un point arbitrairement choisi-de" Pélé- 

. / 

ment dm. • 

Il est clair désormais que la détermination de d~ v dm est ramenée au problème 
qui a été traité au paragraphe précédent. 

Posons 

{fi= ft~ Vydm, A — y 5 dm, 

I gi = *?*<*&> gi-zz'i'Zydm, gt—* Tz dm. 




Les égalités (26) et ( 4 %) nous donneront 


,, ôdx ddy ddz 

(4») dï v = y,v r -h v. 


d.r 


r Oy 


ôz 


t\ 



i 8 
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Moyennant les égalités (<fi) et ( 45 ), le travail des actions de viscosité dans une 
modification réelle ou virtuelle quelconque a pour valeur 


m 


Oày 

ddz / 

f ôdy 

■ ddz\ 

- -b V; 

Oy 

5 Oz + M 

\ dz 

ùy ) 

( ùdz 

d dx\ 

f d'd jc 

* . ddy 


ôz) + ,Z 

\ày 

+ ôx 


Cette égalité est susceptible d’une transformation dont la légitimité est subor¬ 
donnée à la coxnrriox suivante : 

Les six quantités y*, v r , v z , /} ? z admettent, en tous les points du milieu, 
des dérivées partielles qui sont finies . 

Dans ce cas, si Von désigne parrfS un élément de la surface qui limite le fluide, 
par m la normale à l’élément //S vers l’intérieur du fluide, une intégration par 
parties transforme l’égalité (46) en la suivante : 


( 47 ) = 


-/i 


['Sx COS(/i,-, x) 4- T- COS (/!,-, y)+tyCOS(ll t , o)] dx 

+ [- : cos(/i,-, es) 4- v r cos(/» f ,y) 4-r^cos'(«/, 

4 - [r y cos(/i f> x) -+- x x cos(/«,-, y) + v- cos(/i/, s)] nz j </S 


/[ (£*$+&)*• 


4 (è 


+ 


djx 

ày 


dy, 

à 


y dz J db J. 


La première intégration s’étend à toute la surface qui limite le fluide, 

Donc, dans le cas où la coivniTtOiX PRécÉnEiXTE est vérifiée, les actions de 
viscosité équivalent à Vensemble des actions suivantes : 

i° Une pression en chaque point de la surface terminale du fluide, pres¬ 
sion qui a pour composantes : 


( 48 ) 


Px = — [v.r eos (n h x) -b t- cos (/*/, y) -b r r cos (n h s)], 
Py = — [t = cos(/*f, x) -b v r cos(«/, y) -bT x cos(n h 5)], 
p z zz: — [Ty cos(/!/, æ) -bTx cos (n h y) -b }£cos(/i/, *)]• 


2 0 Un champ en tous les points du volume fluide, champ dont ( les compo- 
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M) 


/!/(?$ SOU* 


( 49 ) 


.. /«Ht dr = <)r r \ 

h ~ \dx + dy + dz y 

--(*!> 

~ \dJB 


tf*=-l- 3 ± +~ë + ^7) 


4 / 


Ce que nous venons de dire en ce § 3 ne suppose pas que le système étudié 
soit Un fluide, mais seulement un milieu continu ; il ri’cn sera plus de même de ce 
qui va suivre; nous admettrons, en effet, I’iiypothkse que voici : 

d 

Quelque déformation que subisse le milieu étudié, il demeure isotrope , 

Cette hypothèse est assurément fausse en ce qui concerne les milieux solides; 
il est même certain qu’elle n’est point toujours vraie pour les fluides, puisqu’un 
fluide en mouvement devient biréfringent. Si donc nous l’adoptons, ce n’est qu’à 
litre de première approximation. 

Si nous admettons celle hypothèse, nous pourrons, pour déterminer/*,, j\^ / 3 , 
g\ a g*, g 3 > faire usage des égalités (4o). 

L’état de l’élément dxa } à l’instant t } sera supposé entièrement défini par sa den¬ 
sité p et sa température absolue T; on pourra alors poser 

L = l(o, T )dra, 

M — fA(p, T) dm. 


(5o) 


Les égalités (4o), ( 43 ), ( 44 ) et ( 5 o) donneront 


y x = -X(p,T)0- 2f *(p,T)g, 

v y =~Mp,no~^( P,r)~> 


(51) 




v 3 =-).(p,T) 0-2[x(p/n^, 


, wxfàv d<r\ 

Tr = -h(pt 

. rrsfdu , ôv\ 

r.=-Kp.J)( 3 ÿ+âï)' 


f à u àt* àn f 

Ojo dy Oz 


en posant, selon l’usage, 
(5a) 
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lin vertu îles égalités (3o bis) $ (4^), (*5o) et (5a), on a 


( 53 ) 


6 = 0 (to f 


avec 




(Ov Oiy\* ( div Ou V (Ou deVl 
\ds + Or ) ^ \<)a? Oz ) \dy ** Ov) J 


• 4 


Si Pon considère la modification réelle que le système éprouve pendant le 
temps dt 9 on a, en celte" modification, 

dx = u dl , àz '= v di y dz z=z kv dlé 

Si Poil reporte ces valeurs dans Pégalité ( 46 )> et si l’on tient compte des éga¬ 
lités ( 5 i),(Sa), ( 54 )> on trouve que, pendant le temps dl } les actions dé visco¬ 
sité elfcciiient un travail 


( 55 ) 

en posant 

(56) 


d&. 


a dlj*l 0 dm = — 2 £ dty 


=f 


13 dis. 


Cette fonction 4 * est donc la jonction de dissipation, du fluide. 

Si, dans les égalités ( 4 &) et- ( 4 g)» nous reportons les valeurs des quantités y 
ci t que donnent les égalités ( 5 i), nous trouvons 


(«7) 


Px = ).0 cos( n h x) -t- [x 


Ou 

Ont 


H- 


11 [£ C0S ("f *) + J C0S ( , '/». V ) + ^ <?«*(/.„«)]. 


Py = 


}.0 cos(rt,,j) + fx^ 

Ou 
\Ty 

0 \v 

Otii 


+ ^ cos (/*,, .«) + ~~ COS (fl i, y) + ~ cos (/!/, 5)j, 


/>. = Xtfcos(«/, c) + p 


+ 


f Ou . de , 

P C0S ( M '» x ) + -JZ cos (n h y 


. Ou’ , 
) + cos ( 


««• s) J 
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Cl 


<!x 


,, , àO . n dl 

= (» + **) Ss+i* AM + 0gs 


(58) 


do? d r \ d>' d<r / d/ \ ds d# / dz 


<h- 


t \ . 09 A 6 ». 

a+f*)^+f»Ai*+o^ 


( 


di? d// dx + 2 d/ dy 


„ dv dwYdu dv dp ( Ov àtv\Op 

+ i^ + ^iJi +2 ^ ^+( 3 ;+^)/ 


'h = 


t \ .09 . .. d)> 

(). -)-ft) ^ +ftAw + 0 T , 


G 


+ *lW+(Ï'- + %W 


àii* 

dx ^ dz ) dx ^ \d^ 


dm Op 

dz J Oy 2 dz dz 


Dans les égalités (58), on a posé, pour abréger, 


dA dp ôlàT^Jl 

dp dx OT dx dx* 

dp. dp dp OT _ dp 

dû dx OT dx dx * 


Le point matériel dont les coordonnées, à l’instant i y sont x y y y s, a pour 
données, à l’inslant (l-\-cli) } les sommes (ir-P u dt) } (y + v dt) y (3 + t 
Si p est sa densité à l’instant /, celle densité, à l’instant (/ -f -dt) y est 


( 


? + æ'" 


') 


et l’on sait que l’on a l 'équation de continuité 


(59) 


%+pO-°- 


Si la densité p est exprimée en fonction des variables indépendantes x y y 


on a 


dp dp dp dp dp 

dt dt dx dy dz 


en sorte que l’égalité ( 09 ) peut s’écrire plus explicitement 


( 60 ) 


dp à , . à , . . 0 . 

^„ ( p , 0 + _ ( rH -_ ( p) ,. ):= o . 


coor- 

vdt)- 


1/égalité (5q) nous enseigne que, si le fluide étudié est tel que chaque élément 
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garde, au cours du mouvement, une densilé invariable, cas auquel le fluide est dit 
incompressible, on a, en tout point et à tout instant, 

(6i) 0 = o. 

• • , • . 

Dès lorsj l’examen des, égalités (51) nous montre quV/// sein (Vun jlutile 

incompressible, les actions de viscosité ne dépendent pas de la fonction 
X(o, T), mais seulement de la fonction p(o, T)/ 

Lorsque l’on étudie des fluides compressibles, ôn peut se demander s’il existe 
une relation entre les deux fonctions X(p, T), jjl(o, T) et, s’il en existe une, quelle 
est cette relation. 

Les considérations précédentes fournissent seulement les conditions 

* 

(6a) M p,T)>o, 

(03) 3X(p,T)4-2p(p,T)>o, 

qui se tirent de la comparaison des conditions (3j), (3^ bis), (38), (38 ter) avec 
les égalités (5o). 

Des théories fondées siir des hypothèses physiques autres que celles que nous 
admettons ont conduit certains auteurs à. particulariser davantage le choix des 
fonctions X(o, T), p.(p, T); les suppositions les plus diverses ont été émises. 

Cauchy, dans u'n Mémoire inédit composé en 1822, puis en 1828 ( Anciens 
Exercices, p. 183; 3 e année) a émis l’hypothèse que l’on avait X — o, mais sans 
regarder celle hypothèse comme forcée. 

En i843 ( Comptes rendus, t, XVII, p. 1240), Saint-Venant a proposé d'ad¬ 
mettre l’égalité 

(64) > 3X(p,T) + 2 p(p,T)^o, 

scion laquelle une dilatation uniforme ne serait accompagnée d’aucun travail de 
viscosité. Cette opinion a été adoptée, en 1840, par Stokos (/I lathèmatical 
Papers, Vol. I, p. 70), puis par G. KiïchholT ( Théorie der IVarmc, p. 178), et 
duhilativement par M. L. Natanson ( Bulletin de P Académie des Sciences de 
Cracovie, année 1901, p. 90). 

M. O.-E. Meyer ( Journal de Crelle, t. 78, p. i3o; 1874* Die kinetischc 
Théorie der Gase, p. 325; 1877) a proposé l’égalité 

M?> T) = /*(?, T), 

Enfin, en 1829, Poisson ( Journal de T École Polytechnique, 20 e Cahier, 
t. XIII, p. 174) a proposé de n’établir aucune relation entre les fonctions X et u. 
Nous suivrons cette dernière opinion, qui renferme tontes les autres comme 
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pas particuliers; nous nous bornerons à remarquer que toutes les suppositions 
émises s’accordent avec la proposition suivante ; 

Pour tout fluide visqueux, on a les deux inégalités 

(62 bis) f*(p.T) > o, 

(65) l(o 9 T)^ 2 ^(p,T)>o. 

§ 4. — Nature des Actions auxquelles' sont soumis les fluides étudiés. 

Equations nu mouvement de ces fluides. 

U nous faut maintenant, pour parvenir aux équations du mouvement des fluides, 
développer les quantités d& e et ce qui ne se peut faire si; Ton n'admet cer¬ 
taines hypothèses touchant les actions extérieures auxquelles le fluide est soumis 
et touchant la forme du potentiel interne. Les hypothèses que nous admettrons 
ici sont celles que nous avons admises autrefois en des recherches sur l'Hydrosta¬ 
tique ( 4 ). . 

Le potentiel interne sera de la forme 

(66) i + { J J ${p,p',r)dnidm', 

égalité dans laquelle 

p est la densité en un point de la masse dm } 

T la température absolue au même point, 

r la distance d'un point de la masse élémentaire dn\ à un point de la masse élé¬ 
mentaire dni'> 

et les intégrations s*étendent toutes à la masse entière du fluide. 

Nous supposons, bien entendu, que ces intégrales existent cl qu'il en soit de 
même des intégrales suivantes : 



r>0== 

f tlp.p'i 

X,(<, Xy y, z ) — 

rùWe.p’,,) à,- 
J or ox 

Yj (t,x, y, «) = • 

fàï(p, p',r) àr dm , 
J or dy 

A/ ( ly x, y, z) ~ 

f a * P ,y.r)ô r 

J or dz 

A/(<,«•>/» G )~ 

fà-Hpy, r) 

J Ô P 




( 1 ) Le potentiel thermodynamique et ta pression hydrostatique ; égalité (56) (A /mates 
cle l s École Normale supérieure, 3* série, t. X, p. 1893 ). 
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Pour former ces fondions V/, X/, Y/, Z/, A/, il faut évkleinmciH, au second 
membre, remplacer respectivement p* p' par /), 5 t /); il faut 

donc connaître Ja ligure du fluide et la distribution des densités en celte figure; 
mais il est inutile de connaître la valeur de la température aux divers points de la 
masse fluide. 

On peut obtenir les fonctions V/, X,*, Y,*, Z,*, À/ qui figurent dans les équa¬ 
tions (65) en opérant de la manière suivante ; 

Soit H une indéterminée comprise entre les limites entre lesquelles p peut varier, 
«le telle sorte que 

jHK.-pV) 


ait un sens. Considérons les fonctions 

[ >?, («, Æ, = 


(OS) 


.X f («,.r, 7 , 5,0 

cT / (R > y y 0 
ac( (H, a?, y y z-y l) 

cA>/ ( W y Xy y y Z y t) 


J 'KK,p'> r)(tm', 

rd^n t ^r)ôr din 

J Or Ox 

J Or ûjr 

J Or Oz 

. P» 

J t/U 


Dans ces dernières fonctions, il suffit visiblement de faire 

lt —p(x, y, p, i) 

i 

pour obtenir les fonctions V/, X/, Y/, Z/, A/que définissent les égalités ( 6 y ). 

Nous admettrons que la fonction W(R,ar, j'i 5,7) et ses dérivées partielles de 
tous les ordres par rapport à R existent et ont des valeurs finies. Nous admettrons 
en outre que les dérivées partielles par rapport à x, y } z } ( de VV ou (le scs déri- 
vccs partielles ~~i ••• existent jusqu’à l’ordre n et ont des valeurs finies, 

si les dérivées partielles dep par rapport à x y y y z y l existent jusqu’à l’ordre (n — ») 
et ont des valeurs finies; nous supposerons que la continuité de ces dernières 
dérivées assure la continuité des premières. 

Les égalités 


ov, 

_0Yi 

0K } i dp 

O.v 

Ojo 

+ dp Oc* 

ô ! \, 

_ à*V, 

0<> ( dp 

Ox* 

Ox 1 

* 3 dp Ox Ox * 


# 
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montrent alors que les dérivées partielles par rapport â x f y } ç, t de V/, de A,-, ... 

existent jusqu’à l’ordre n et ont des valeurs finies si les dérivc'es partielles de p 
par rapport à x 9 y 7 s, i existent jusqu’à l’ordre h et ont des valeurs finies. 

La première des égalités (67) nous permet d’écrire 



, p'9 /*) dm dm'= V g dm 


et, partant, de mettre l’égalité (66) sous la forme 


(69) 


f Ç(p,T )d,n + 'J y i dm . 


Pour former l’expression du travail d& c des actions extérieures, nous admet¬ 
trons qu’il existe quatre fonctions 

y, 5, t), cTe(IL & 9 y* Z 9 O, /» O) v, /) 

dont on connaît la forme en chaque point (x } y } z) et à chaque instant/, si l’on 
connaît la nature du fluide soumis à ces actions et la nature, l’état, la forme, la 
disposition des corps étrangers. 

Si, dans ces quatre fonctions, que nous supposons continues ainsi que leurs 
dérivées partielles de lotis les ordres, on remplace R par o(x 7 y, 0, /), on obtient 
quatre nouvelles fonctions 

X e (x 9 y 9 z 9 /), Y*(#, /, t) 9 !i C (.r, y , z 9 /), \ c (x 9 y 9 z 9 /). 

Cela posé, nous admettrons que le travail externe est de la forme 


(70) 


d<? 


c~ J * (P x dx -h P y dy P z dz)dS 
-b J*(X e dx 4 - Y e dy 4 - Z c dz) dm 9 


P,, IV, iv étant trois quantités qui varient d’une manière continue d’un point à 
l’autre de la surface S. 

La première intégrale s’étend à la surface qui limite le fluide et la seconde à la 
masse fluide tout entière. 

Nous devons maintenant écrire que l’égalilc 


<*>' 


d&e 4 - d(nj 4 - d£ v — d X tf rr= Q 


doit avoir lieu pour tout déplacement* virtuel isolhermiquc imposé au fluide. 

Mais sans nouveau calcul, et en faisant usage de résultats connus, nous pouvons 
écrire les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en so il ainsi. 
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Considérons les égaillés ( 3 ), (47)1 ( 48 )* ( 49 )* nous voyons sanspeinc qu’au 
lieu de l’égalité (2) on peut écrire l’égalité 

(1) dÇ € — d T if = o , 

pourvu que, dans le calcul de dÇ> e) on remplace respectivement 

P*, Py, Px 

par 



P x + px, P y+Py, P Z+Pt 


et 

par 



pYfy P^tf 






(7 2 ) p(X* — y*)+<7*> ?( Y < — 7y) + '7yf ‘ p(K«—y*)+ 0* 

Or l’équation (i) est l’équation fondamentalè de l’équilibre des fluides. On peut 
donc dire que lès équations de VHydrostatique doivent être vérifiées si, aux 
actions extérieures, on substitue les actions (71) et (72). 

Dès lors, en nous appuyant sur des résultats connus (*,), nous pouvons énoncer 
les propositions suivantes : 

Il existe une fonction H(#,>', z } t) qui est finie, continue et uniforme dans 
toute la masse fluide, et qui h 9 est jamais négative 

( 73 ) n (œ,y,s,i)>o, 
telle que l’on ait : 

i° En tous les points de la masse Jluide : 


( 74 ) 



m 

dx 


— p( X/+ X„— y x ) — q x — o, 


! dll 

j ày 

[an 

l Oz 

n 


— p( Y, + Y* — y r ) — q y = o, 


— P(Z/ + 1 -c — •/;) — 7» — o; 
+ p*(A, + A.)- t i«§=o; 


y 




(*) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique, égalités (8i), (8a ), 
( 83 ) (Annales de VÉcole Normale supérieure , 3 e série, t. X, p. aa 3 ; 1893). 
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2° En tout point de la surface qui limite le fluide 

(76) 

Arrêtons-nous un instant à ces égalités (96). 

Supposons que, par une surface 2 , nous coupions le fluide en deux parties À 
et B; gardant la partie A, enlevons la partie B, qui faisait obstacle au mouvement 
de la précédente; en chaque point de la partie A, les quantités X/, Y/, Z,*, A/ se 
trouveront, en général, diminuées; au moyen de corps extérieurs convenables 
et non contigus à la partie A, faisons croître X r , Y 0 Z*, A e de quantités respec¬ 
tivement égales à celles dont ont décru X,-, Y/, Z/, A,-;, les sommes (X/-f-X e ), 
(Y/+ Y,), (Z/+ Z c ), (A/-+- A c ) auront ainsi môme valeur avant et après l’abla- 
tion de la partie B; pour que le mouvement de la partie A reste le même avant et 
après cette ablation, il sera nécessaire et suffisant d’appliquer à chaque élément rf2 
de la surface 2 une force dont les composantes 


II cos(/*/, cb) ~ P* 4- p Xf 
IIcos(*/,/)~Py 4 -/>y, 
II cos(///, z) = P*4-/» 4 . 


P x dï, P ytlï, P z d± 


seront, en vertu des égalités"(96) et (48), données par les égalités 


( 77 ) 


P# — (ü 4~ V*) COS(/î/, #) -P 
P r =r: T s cos(n/, x) 4- (B 

P 5 ~ T y cos(n/, a?) 4* 


T z cos(n/, /) 4- TyCOS(/l/, 5 ), 

Vy) COS (/!/, y) 4- T x cos(/2/, 5), 

7*C0S(rt/, y) 4- (II 4 - Vz) COS(#if> 5 ), 


oit /i/ est la normale à l'élément d S vers rinlériciir de la partie A. 

Pour les diverses surfaces 2 que l’on peut faire passer par un point du fluide, 
la pression P*-, Py, P z varie en grandeur et direction avec la normale «/; la loi de 
cette variation, établie par Cauchy et par Lamé, est étudiée dans tous les traités 
d’Élaslicité. 

Cette pression joue ici le rôle de pression de liaison qui, dans les fluides eu 
équilibre, est dévolu)yà la grandeur II. Mais, chose remarquable, ce n'est pas la 
pression de liaison P*» IV» niais ta grandeur II qui figure dans Véquation 
de compressibilité et de dilatation du fluide (95), Celte proposition semblerait 
paradoxale si elle n’était établie par les méthodes générales et rigoureuses de 
f Energétique. 
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5, — Les équations où mouvement mises sous la forme d’Euler 
et de Nayier. — Nécessité d'une relation supplémentaire. 


Reprenons les équations indéfinies (74)* 

Les expressions de q X} q r% q z sont données par les égalités ( 58 ). D’autre part, 
on sait que l’on a 


(78) 



Les équations (74) se 



_ du 

j d</ 


du 

* • 


4 - 


du 

7 x- 


~~d 7 

4 - 

U "T— 

dx 

+ 

*> 

<r 

dz 1 


_ (h ' : 

_ de 

- 

de 

4- 

<)i> 

4 - 


du 

/y- 

” dt 

~ d£ 

4 - 

“ dit’ 

v *y 

fV 

d«* 


(hv 

__ dtp 


dtv 

4- 

dw 



d*v 

7 »- 

dt 

~~ d* 

4 - 

W 3 J 

v v 

4 " 

\v 



transforment alors en trois équations dont la première est 


dH 

dx 


p(X f +X,)+>( 


du'. du Ou. 
"tt 4 - u r 4 - r -p 4 - 
dx . ôy 


du Y 

dv j 


(79) 


-[).(p,ï) + 


— n 


dO 

f*( 

P» T) Am — 


01 

dT 

d//: dp 

f du 


dr\ 

dp ; 

( du dtV> 

1 àp\ 

do? d.t' 

+ \ôï 

4 - 

do? y 


d.r J 


du dT 

(du 


de\ 

<)T 

/<)« t).A d'V 1 

dx d v 

+ \0y 


d.T / 

5 ÿ + l 

\dz dx ) dz J 


1= o. 


Les deux autres ont des formes analogues. 

A ces équations il faut joindre l’équation en termes finis 

(75) II + p«(iV|-+A«)-p*^^ = ô 

et l 'équation de continuité 

v dod /v d, v d /v 

(6o) 37 + 5ï (f “ ) + 3J (f "' ) + 5î (p "' ) = 0 ' 

♦ 

• - ' } «'lii;.! 

Ces relations diverses ne suffisent pas à mettre en équations même lés.pro¬ 
blèmes les plus simples sur les mouvements des fluides. 

Supposons, on effet, que les diverses parties du fluide n’exercent les Unes sur 
les autres aucune action, de telle sorte que l’on ait 

X/=o, Yf=o, 7-/—0, A/~o, 

et supposons, en outre, que les fonctions N 0 Y*, Z, C} A e soient exprimées expli- 
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chôment en fondions de y } z y /. Les équations (Go), (7$), (79) forment un 
groupe de cinq équations entre les six fonctions inconnues 

u, e, tu, p, 11, T. 

■ • • % 

Une de ces équations, l’équation (76), est une relation en termes finis; une autre, 
l'équation (Go), est une équation aux dérivées partielles du premier ordre; enfin 
les trois équations (79) sont des équations aux dérivées partielles du second 
ordre. La mise en équations ne sera complète que si, aux relations fournies par 
l’Énergétique, on joint Une relation supplémentaire empruntée à d’autres 
considérations. 

L’établissement de celle relation exige l’étude de la quantité de chaleur dégagée, 
cii une modification réelle ou virtuelle, par chaque élément du fluide. 

N 

§6. — Quantité de chaleur dégagée par chacun des éléments du fluide. 


Considérons Un système indépendant des corps extérieurs et ayant, en tous ses 
points, la même température T; soit S son entropie j en line modification réelle ou 
virtuelle quelconque, il dégage une quantité de chaleur clQ et l’on a (*) 

(80) e fiQ =—et as - de„ 

K étant l’équivalent mécanique de la chaleur. 

Si le système, au lieu d’élre indépendant des corps extérieurs, présente avec 
eux des liaisons bilatérales qui sont des soudures, la quantité de chaleur qu’il 
dégage dans une modification réelle ou virtuelle n’çst plus une grandeur définie; 
on peut alors regarder l’égalité (80) comme donnant la définition de celle gron¬ 
deur. 

C’est celle égalité que nous allons appliquer à chacun des éléments de vo¬ 
lume dra, de masse dm = p dus, en lesquelsun fluide peut être décomposé. 

Nous avons, dans cc cas ( 2 ), 


(81) 



oKip/n 

d'V 


dm 


et, aussi selon l’égalité (4«)> 


dÇ y = dv y dus. 


( 1 ) Théorie thermodynamique de la viscosité, du frottement et des faux équilibres 
chimiques, f‘ e Partie, Chnp/l, § 5 , égalité (?.j) (Mémoires etc la Société des Sciences 
physiques et naturelles de Bordeaux , 5 * série, t. Il, 189O), 

(*) Le potentiel thermodynamique cl la pression hydrostatique, égalité ( 5 o) (Annales 
de T École Normale supérieure, 3 e série, l. X, p, ai 3 ; i 8 g 3 ). 
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I/égalité (80) devient donc 


(8a) 


e ‘'Q = t (® 7 ï J P + W aT )' , "‘-*' < ' 


Si l’on observe d’ailleurs que, .selon une formule connue, 




/dd# d.$ÿ àâz 


ûx 


-b 


Oy + ù 


?) 


cl si l’on fait usage de l’expression de d-r^ donnée par l’égaillé ( 45 ), on voit (jue 
l’égalité (82) peut s’écrire : 


( 83 ) dQ 




Oàco dày - dàz 

C et 1 4* «y “T-h G?v — H &Z 


dx 


y dy 


dz 




Odx à dy 


ày 


~b 


dx 


)] 


dm 


avec 


c —— 


T d*Ç(pf T) 
E dT» 


(84) 


a 


«r= 


iPii) + îïi 
ô P dï 7 P j 


1 [?/«* 


E 


U- 


ce, = 


i r* 
E p’ 


= î H 


d’Çfp/t) 


+ 


fl 


E I * r ' dp dT 
« 1 T r A —lîi 

h- ET’ .. Pr *p 


Considérons, en particulier, le cas où la modification virtuelle considérée coïn¬ 
cide avec la modification réelle subie parle système dans le temps dt. Si nous 


posons 

( 85 ) 


. TW » dÇ(p, T) 

<7(P» l)—* jj ~ 1 


çrf/n sera l’entropie de l’élément dm à l’instant l\ désignons par ^<r + -jjdt'j la 

valeur de cette même/onction, à l’instant (t + dt), pour le même élément 
matériel. Selon les égalités ( 53 ) et ( 85 ), l’égalité (80) deviendra, pour la modifia 
cation réelle accomplie dans le temps dt , 


E dQ = - ^ET ^ dm - 2 U daj dt. 


( 86 ) 
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G. Kirchhofî a donné (*) une expression semblable de */Q; mais, faute d’ôtre 
fondés sur des principes énergétiques rigoureux, les raisonnements par lesquels 
il a tenté de la justifier ne Valent point; ils ont été révoqués en cloulc par M, G. 
Neumann dans un travail dont il sera fait mention au paragraphe suivant* 

La quantité JO ne peut jamais être négative. L'égalité (86) nous donne donc 


(87) 


dQ + T — dm il II o, 


le signe d’égalité étant réservé au cas où la modification éprouvée pendant le 
temps dt par l’élément dm n’entraîne aucun travail de viscosité. 

Écrivons des égalités analogues pour toutes les niasses élémentaires qui com¬ 
posent le fluide et faisons-en là somme* 

La somme des quantités t/Q sera, selon une démonstration donnée dans notre' 
Cours sur l’Energétique professé à la Faculté des Sciences de Bordeaux en 1898- 
1899, la quantité de chaleur d^ que le système tout entier dégage pendant le 
temps dt . Nous aurons donc 

( 88 ) 


d\ + dlpi' ~ dm l o, 


le signe d’égalité étant réservé au cas où, dans le fluide, les actions de viscosité 
n’eflecluent aucun travail pendant le temps dt . 

Si nous divisons par T les deux membres de l’inégalité (85), nous trouvons 

dQ dtr . * #> 

ip- -h jj- dm dt ? o. 

Pour tous les éléments du fluide, écrivons des inégalités analogues et faisons-en 
la somme. Remarquons que 

dd 


dm 


fw d "' = ï,J‘ 

et que <rdm est l’entropie totale du fluide. Nous aurons 

r* dQ % rfS 


(89) 


V' «U fla . ^ 

lT + rf?"' Ï0 ' 


le signe d’égalité étant réservé au môme cas que dans (88). 

Les inégalités (88) et (89) fournissent une double extension du mouvement 
d’un fluide de la célèbre inégalité de Glausius. 


( f ) G. Kirciiiiofp, Théorie dev Wiinnc, p. 118. 

D. 


5 
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L’égalité (86) peut s'écrire plus explicitement* On a 


cl, scion l’égalilc ( 5 q), 


(h 

« c 

7 Ti “ 

E " 

tlt 

<)T 

(U " 

dl ^ 

( 59 ), 



« ^ * r » - * "r 

(?p <rr ’ 


9T <)T 9T 

(/J? 03 


lt l 

dt 


( du d\' diy\ 

dæ + dy ^ dï ) 


P \dx • dy 

D’ailleurs, 33 esl donné par la formule ( 54 ). On a donc N 


(90) Er/Q 


rp d*Ç(p, T)/ÔT dT dT 

ff> -jfcr- 1 «+■ — *» + — “* + 


dy 


dz 


OT 

Ol 


) 


{%*&£) 

*<?- T >(Ê 


de 
+ dy 


divy 

Oz ) 


m 

( dw du 
+ \Tx^ à 


âwy 

dy) 


SM£ + £) 1 **- 


§ 7 - 


0 

Etablissement de la relation supplémentaire. 


Toutes les fois qu’une doctrine indépendante de l’Énergétique nous fournira 
une expression de la quantité de chaleur dQ dégagée, pendant le temps dt } par 
chacun des éléments dxs du fluide, en égalant cette expression à la précédente, 
nous obtiendrons la relation supplémentaire cherchée. 

Supposons, par exemple, que, d’une partie à l’autre du fluide, la chaleur se 
transmette exclusivement par conductibilité et point par rayonnement; que cette 
transmission par conductibilité se fasse selon la théorie de Fouricr; enfin que le 
coefficient de conductibilité, fonction de p et de T, soit désigné par À*(p, T). 

Au moyen d’une surface fermée S, isolons une partie A du fluide; soit m la 
normale à la surface S, dirigée vers l’intérieur de la partie A. L’hypothèse précé¬ 
dente revient à dire que, dans le temps dt } la partie A du fluide dégage une 
quantité de chaleur 



(90 
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Faisons maintenant celle nESTBicTio.v esskatiei.i.k : Un tous les points de ht 
partie h. du fluide, les quantités 

tMT <)«T fPT 
dx* * ûy* * dz* 

existent et sont fl nies. 

lié galité (gi) pourra alors se transformer et s’dcrire 


( 9 2 ) 


d$_~ 




d#/ d# 
/Afr dp dA dT\ dT 


- 4 - 


f d/c dp dk â TNtrrn . 

V# ^ + cFF dïj dta ' 


Celte égalité (92) demeure vraie, quelque petite que soit la partie À. On voit donc 
que là quantité de chaleur réellement dégagée, dans le temps d/* par l’élément dus 
9 pour valeur 


( 93 ) 


rfQ=-[*(p,T)iT+(|| 

( 


4 


4 


dA dp 


dk 

dT 

\dT 

dp dx 

4 

dT 

dx 

) dx 

dk dp_ 

4 

dk 

dT 

\dT 

dp dy 

dT 

4 y 

JJy 

dk dp 


dk 

t)T 

\dT 

dp dz 

4 

dl' 

dz 

) dz 




dçj d/. 


En égalant les deux expressions (90) et (g 3 ) dé dQ, nous trouvons la relation 


d/f / dT dp dT dp ^ dT dp 
dp \d.c dx dy dy dz dz 

T d*Ç / dT dT dT , dT 

^ E p c/T» ( dx “ + <)y *’ + * "’ + 


dz 

dn 


t)T\ 

dt) 


t) 


T à'-ï (du àv 
E p dp dT\dx dy d 


l(p, T) (du de divy 

E \dx dy 


dz ) 




4 


4 * 


(dw du N* 
\dx + dz ) 


(du 

+ \ày + d 
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' C’est la relation ènpplémentaire cherchée.. 

Celle relation a été donnée par G. Kirchhoff (■)•; mais; comme nbus l’avons 
indiqué au paragraphe précédent, elle n’est point rattachée par lui à une défini¬ 
tion précise de la quautité de chaleur dégagée par chacune des parties d’un sys¬ 
tème doué de viscosité; aussi lés raisonnements de G. Kirchhoff ont-ils paru 
peu convaincants pour M. C. Neumann ( 2 ), qui leur en a substitué d’autres. Il 
est parvenu ainsi à une relation supplémentaire qui diffère de là précédente par 
l’absence des termes en X(p,T), p(p f T); selon M. C, Neumann, la relation 
supplémentaire serait la même, que le fluide soit ou non visqueux. 

La relation (<j 4 ) offre divers cas particuliers qu’il est intéressant de consi¬ 
dérer. 

Supposons d’abordle fluide très conducteur; À*(p, T) a une très grande valeur; 
la relation (94) se réduit alors à ce que l’on obtient en supprimant les termes qiii 
ne renferment pas Un facteur fc ou ses dérivées partielles; elle peut se mettre 
sous la forme ' ■ 


d_ 

Ox 


K T >S ]+fy [*<* T > 




qui exprime la proposition suivante : 

À chaque instant, la température affecte, en la masse fluide, la distribu¬ 
tion qui conviendrait au régime thermique permanent si Von figeait le 

fluide dans Vétat qu'il présente à cet instant . 

• 

En particulier, si la température est là même en tous les points de la surface S 
qui limite le fluide, elle est aussi la même en tous les points du fluide. 
Supposons, au contraire, que le fluide soit très mauvais conducteur : 

( 9 5 ) 

L’égalité (94) se réduit à ce que l’on obtient en égalant à zéro l’expression de 
dQ donnée par l’égalité (90); elle nous enseigne que la modification réelle 
éprouvée par chacun des éléments de la massé fluide est une modification 
adiabatique. 

Supposons, enfin, que le fluide soit, à la fois, non conducteur et non vis¬ 
queux; à l’égalité (g 5 ) nous devrons joindre les égalités 

(96) %T)-o, f*(piT) = o. 


( 1 ) G. Kirchhoff, Théorie <ler Wârnxe , p. 118. \ 

(*) G. Neumann, Berlchtc der Sachsischen Gesellscha/t su Leipzig, 8 janvier 189$. 
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La condition (g 4 ) pourra se mettre sons la forme 

( 9 ?) 

o» bien, selon ( 85 ), 


d*ï dV d*ï dp _ 

dl'» dt dp dl dt — ° 


A? 

dt 


O. 


La modification réelle éprouvée par chacun des éléments de la niasse fluide 
est iscntropiquc . 


§ 8. — Dés fluides incompressibles 


Les équations du mouvement (^ 4 )> (78)) (76) s’obtiennent, comme on sait, 
en imposant au fluide une modification virtuelle dans laquelle la température de 
chaque élément demeure invariable. 

Pour obtenir les équations (74) e l ( 7 ^)> on suppose que la densité de chacun 
de ces éléments ést, en même temps, invariable, ce qui ne souffre pas de difficulté; 
mais, pour obtenir l’égalité (ÿSf), on est obligé de faire varier la densité des 
divers éléments, tout en maintenant leur température invariable. 

Par conséquent, pour qu'il soit permis d'écrire Véquation (^ 5 ), il faut que 
l'opération qui consiste à faire varier la densité des divers éléments fluides 
en laissant constante la température de chacun d'eux ne soit pas contradic¬ 
toire avec la définition même dit système . 

Or, il est aisé de définir des fluides, de telle sorte que celle définition exclue la 
possibilité de la modification virtuelle considérée. 

Cela aura lieu si Ton pose que la densité du fluide est une fonction déter¬ 
minée de la température 


( 98 ) 




cas auquel on dit que l’on a affaire à un fluide incompressible, mais dilatable. 

Cela aura lieu plus particulièrement si l’on pose que la densité du fluide est 
absolument invariable 


(99) p = const., 

cas auquel le fluide est dit incompressible et indilatable. 
Ce dernier cas est facile à traiter. 

L’équation de continuité (60) se réduit à 
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Les équations (79) se réduisent à l’équation 


(100) 


dH 

Ü:v 


zv * y \ » _ / On. Ou du . 0a\ 

p(\,+ X,) + f ^ + „ E 1 - «• ^ J 


Ktita-f.?? +/*! H- ? +/Ü + îrYfïm 

L do? d# \d/ Ox) Oy \0z Oœ) dz J r/T 


- O 


el à deux équations analogues. 

Enfin, la relation supplémentaire (q 4 ) devient, eh tenant compte de ( 84 ), 


( 


,00 ^..r, -[(-)’,Q-,(«)-| 


pc( 


*>(£■ 


dT dT dT\ 

+ -j— *’ -t- -j— U’ 4 —) 
a y Oz Ot / 


»f*(T)T/diiV (àv V /'dm\* 

+ -TT-1 U) + (ÿ) + U) 

/de , dipV /dm d«\* 
\ds Oy) + \dj? + ds j 


\dy dà: 




O. 


Cinq équations lient les cinq fonctions inconnues 


h, r, tr, II, T. 


L’étude des fluides incompressibles, mais dilatables, donné lieu à une remarque 
essentielle. 

Plusieurs des propositions, empruntées à l’Énergétique, dont nous avons fait 
usage jusqu’ici, supposent que le système est rapporté à dès Variables normales 
ou que ses modifications sont définies par des variations normales. Or un fluide 
incompressible, mais dilatable, ne peut être défini au moyen de variables 
normales; ses modifications ne peuvent être représentées par des variations 
normales. 

Quelles que soient, en effet, les variations 2 a, 26 , ..., 2 /j que l’on associe à 
2 T pour représenter une modification élémentaire de l’un.des éléments du fluide, 
si l’on fait 

2 a—o, Sb — o, ..., SI —o, 

tout en donnant à 2 T unç valeur différente de zéro, la densité p de l’élément éprou¬ 
vera une variation; les divers éléments matériels qui composent le fluide se 
déplaceront donc dans une telle modification, ce qui est incompatible avec la 
définition des variations normales. 

Il faudrait donc, pour traiter rigoureusement des fluides incompressibles, mais 
dilatables, reprendre sur nouveaux frais bon nombre de questions de Mécanique 
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des fluides* en particulier l’élude de la viscosité; nous ne pensons pas que l’objet 
poursuivi vaille un tel effort. 

On pourrait se proposer de traiter, ce qui peut se faire au moyen des prin¬ 
cipes contenus dans les paragraphes précédents* des fluides dilatables et très 
peu compressibles y en (Vautres termes, on supposerait que V égalité 

(98) P =/(T) 

est vérifiée non pas rigoureusement* niais approximativement. 

Dans ce cas, rien ne s’opposerait plus à ce que nous écrivions les égalités (^ 4 ) 
[ou (79)], (78), (76) et ( 94 )* Mais, comme la relation (70)5 diflerenliéc, donne 

''(».+ f(A,+ A.)] = ( 2p g + P . «) 4 + 

• 4 

tandis que l’égalité (98) donne sensiblement 

dp^/‘(T)dT^o, 

on voit que les deux quantités 

àï d'K à f K 
2 do P dp* } P dp dT 


devraient être deux quantités très grandes et que la relation 

T) 

v àp.dT _ /;/ r n , 

0° 2 ) rr\ f i»\ ~J \*) 


3 <H(P,T) y d»C(p,T) 


dp 


dp 1 


devrait être sensiblement vérifiée lorsqu’on y remplace p par y*(T). 

Plusieurs des dérivées partielles du premier ou du second ordre de Ç(p,T)étant 

extrêmement grandes, il en serait de même, en général, de Ç(p,T) cl de — 

v? 

il en résulte, en particulier, que l’équation (76) ne pourrait être généralement 
vérifiée pour des valeurs finies de II. Cette conséquence nous montre l’impossi¬ 
bilité de traiter, en Thermodynamique, de fluides très peu compressibles cl nota¬ 
blement dilatables. 

Nous allons retrouver par ailleurs la même conclusion. 

La relation 

<ï? 

dl 


(du 

\d.t* 


dv . dm \ - 

+ T } - + T>) = e° = 


peut s’écrire sensiblement, en vertu de l’égalité (98), 

r dT dT 


(du 

\da? 


dv du 

1 dy h à- 


= Tj( 


OT 


H" -Â- u -t- 't- i’ *{- , 

dl dx dy d 


dT \ 
* tv )' ' 
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en, sorte qu'au second membre de l’égalité (<>o) les deux premiers termes peuvent 
s’écrire 




i 

K‘° 


+ «M ,, m i / 

jt* + dpjr /u; Jv 


<)T , jt jt jt \ , , 

T7 + -r- « + -T- »’ 4 - -r- H'} (Ita dt. 

Ot dx ôy Os ) 


Désignons par y(T) ce que devient )a somme 


(io 3 ) 


_ Tf 

EL 


à'ï(p, T) , d’Çfp/f),, 


JT* 




dp JT 


/(T)], 


lorsqu’on y remplace p par /(T), et l’égalité (90) deviendra 


(io.'i) JQ = — 


/JT , JT JT dT \ 

TT^iTv* CCT) ,,IT ,IT , JT , . JT V 

e/(T) \ àl dx °y ôz ) 

?.3H(T) r/j«V /Je\* (Oivy 
E/(T) \\o.v) + \0y) + \dï) 


~\r 


/ Je Ju’\* / 

(jï + Jÿ) + ( 


Jo’ J«\* /J» Jt>\ s 1 > / , 

S + 3 ï) + W + s) I! 


*C( i )> OïL(T) étant ce que deviennent X(p,T), jjt(p,T) lorsqu’on y remplace p 
par/(T). 

Cette formule nous donne l’interprétation dé la quantité y(T). 

Si Y on supposait le fluide non visqueux, en sorte que l’on eftt 


C(T)-o, 0R(ï)^o, 


elle deviendrait 


(io 5 ) dQ 


=-y(T)( 


JT dT 
d* ! d# 


dT JT \ , . 

« H—r- v H — w ) dm dt 
Oy Oz J 


y (T )~dmdt, 


Y(T) représente donc ce que serait la chaleur spécifique du fluide s’il cessait 
d’être visqueux. 

On peut dire encore que y(T) représente la chaleur spécifique dù fluide 

échauffé avec une lenteur infinie de telle façon qu’à chaque instant, il soit 

sensibfement immobile . 

» » 

Pour un semblable échauflcment, en effet, 


(ÏT 

dt 


■> U , V , SV 


sont des quantités infiniment petites dù premier ordre; il en est de même des 
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dérivées pariièllés'tlc //, i», f*\ Dès lors> si Ton néglige les infiniment petits du 
second ordres Légalité (io 4 ) prend là forme (i 65 ). 

Or, comme doit avo ' r vl lour les fluides que nous éludions, une valeur 

extrêmement grande, il en serait de même, en général, en vertu de la for¬ 
mule (to 3 ), de la chaleur spécifique ÿ(T). 

On peut démontrer très rigoureusement qu’il en est bien ainsi dans.un cas par¬ 
ticulier extrêmement étendu et défini de la manière suivante : 
i° Les actions étudiées sont newtoniennes, en sorte que 


(h>6) 


A/ -f- A, 


o. 


2 0 . La densité du fluide très peu compressible varie dans le même sens que 
la pression II, la température étant maintenue constante. Celte loi est d’ailleurs 
une des.conditions pour que le fluide puisse se trouver en équilibre stable sous 
l’action d’une pression uniformément répartie à la surface qui le limite (*). 

En vertu des égalités (^ 5 ) et(io6 ), cette condition s’exprime par l’inégalité 

que l’égalité (io?.) transforme en 

'l'. ÇjPiI) /'(T)<o 
dp à T / 

' • 

3 ° La chaleur spécifique normale c est essentiellement positive. 

Celte proposition est un cas particulier d’une des hypothèses fondamentales 
de la Thermodynamique, que nous avons nommée Postulat de Ilelmhollz . 

En vertu de la première égalité (84), celte condition s’exprime par l’inégalité 


d*Ç(p, T) 
dT 1 


<o. 


Les deux termes qui composent y(T) sont donc positifs; l’un d’eux étant extrê¬ 
mement grand, y (T) est, à coup sûr, extrêmement grand. 

On ne peut donc traiter le cas d’un Jluide dilatable, mais infiniment peu 
compressible, comme un cas limite de Vélude thermodynamique des fluides 
compressibles suivant une loi quelconque; certaines des grandeurs physiques 
que Von aurait à considérer deviennent infinies dans ce cas . 


(*) Sur la stabilité de Véquilibre des corps flottants , Chap, 1 , § V (Journal de Ma¬ 
thématiques, 5* série, t. I, p. i3i; i8q5). 

D, G 
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L’entropie de U masse élémentaire dm est *(p,T) dm. Si nous voulons qu’elle 
devienne identiquement une fonction de la tempéra turc seule, il faut que nous 
ayons ou bien o == const., ou bien p=/(T); mais, dans ce dernier cas, l’étal du 
lluide ne saurait être defini par des variables normales; nous pouvons donc 
énoncer la proposition suivante : 

Pour qu*en Un fluide, défini par des variables normales, Ventropie soit 
identiquement fonction de la température seule, il faut et il suffit que le 
fluide soit incompressible et indilatable . 

Considérons un tel fiuide, et supposons, en outre, qu'il ne soit pas visqueux 


). — o, p = o. 


La température T disparaît des équations (ioo)j qui prennent la forme 


(107) 


<m 

ùx 


(du 


du 


Ou 


P(X/ + x e ) + P (fi :+ » Tx + * Ty + «v J, „ 


ÔÜ\ 

dz) 


Les quatre relations (107) et (61) lient les quatre fonctions inconnues 


11, v, tv, n. 

lillês suffisent donc à mettre en équations le problème du mouvement du lluide 
sans qu’on ait à se soucier des variations de la température. 

Une fois le mouvement du fluide déterminé, la condition supplémentaire (101) 
servira à étudier les variations de la température. 

Nous obtenons ainsi une extension au cas d'un fluide continu d’un théorème 
que nous àvonsétabli autrefois (*) pour les systèmes qui dépendent d’iin nombre 
limité de variables : 


Lorsqu'un système, défini par des variables normales et exempt de visco¬ 
sité, a une entropie qui, identiquement, dépend de la température seule, tes 
principes de l'Énergétique suffisent à mettre en équations le problème du 
mouvement de ce système; mais ils laissent indéterminée la variation de 
la température sur ce système; pour étudier cette variation, il faut faire 
appel à des principes autres que ceux de l'Énergétique. 


• T . . * • . • 

(*) Sur Véquation des forces vives en Thermodynamique et les relations de ta 

Thermodynamique avec la Mécanique classique ( Procès-verbaux de la Société des 
Sciences physiques et naturelles de Bordeaux, a 3 décembre 1897). — L'intégrale des 
forces vives en Thermodynamique ( Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
5 * série, t. IV, p. 5 ; 1898). 
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CHAPITRE II. 

DÉQUATION DES FORCÉS VIVES (•). 


§ J. — Divers cas ou il existe une intégrale des forces vives. 

Forme de cette intégrale. 

• • . • . * * » 

L’égalité (2) est certainement vérifiée en toute modification réelle ou virtuelle du 
fluide ; dans le présent Chapitre, nous nous proposons d’étudier particulièrement 
la fornie que prend cette égalité lorsqu’on l'applique à une modification réelle. 
Toutefois nous subordonnerons celle étude â une condition restrictive : nous 
admettrons que les actions extérieures dérivent d } un potentiel . En d’autres 
termes, nous supposerons qu’il existe une fonction dépendant uniquement de 

l’état du système, et telle que l’on ait, en toute modification réelle ou virtuelle, 

(108) dG e — — 

On suppose le système rapporté à des variables normales, en sorte qu’aucun 
travail externe n’est effectué lorsque l’on fait seulement varier la température de 
chaque élément; il en résulte que Q e doit être indépendant de la température des 
divers éléments qui composent le fluide. 

D’ailleurs, d’après ce que nous avons vu au Chapitre I, § 8, l’hypothèse, for¬ 
mulée en ce moment, cl à laquelle nous nous tiendrons, que le système est rap¬ 
porté â des variables normales, nous oblige à rejeter hors de notre étude le cas 
des fluides incompressibles, mais dilatables. 

Dans une transformation réelle; nous avons 


( 55 ) 

Nous avons aussi 


d£. 


2 S dt. 


d&j ~-~dt J* ( y x « + ÿy v -P- yz*v) dm ~ — dlJ* (f* -f- «• ^ H- «' —dm 

ou, enfin, 

(109) db / ——dj - - - dm, 

J * U dm étant la force vive du fluide. 


(*) Sur la condition supplémentaire en Hydrodynamique (Comptes rendus, t. CXXXJI, 
p. 117, 21 janvier 1901). 



/|2 p. di/hk#. 

Considérons l’expression de 3 donnée 'par l'égalité (66). Nous voyons immé¬ 
diatement que nous pouvons écrire 


ou, selon l’égalité ( 85 ), 
(no) 


r}l —. df-f -f- 


J 


Vifeïîiri* 

0 1 


(î r J zzz ^S v J*7 (0, T ) «îT dm . 


On voit, dès lors,que, dans toute modification réelle élémentaire de la 
masse fluide, on petit écrire 

— K dl^J*?(p, T) l ~ dm ~— 2i dt. 

Nous allons nous proposer de chercher dans quelles conditions le premier 
membre de l'égalité (m) devient l'accroissement subi, pendant le temps r//, par 
une grandeur qui dépend uniquement de l'état et du mouvement du système; ce 
qui revient au même, nous allons chercher dans quelles conditions 

(112) 'L=zdl j* 7(f>,T) dm 

présente lé même caractère. 

i° Fluides incompressibles et indilatables. — La grandeur 2 peut tout 
d'abord présenter ce caractère identiquement et quel que soit le mouvement du 
système; c'est ce qui a lieu toutes les fois que 


( 111 ) d(o, e A~ 3 A- J *-~ 


A- r 1 -f- ir 3 


dni'j 


v(?t T)dT • 

est une différentielle totale. 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que p soit identiquement une fonc¬ 
tion de T; mais, comme nous devons rejeter de notre étude le cas des fluides 
incompressibles et dilatables, le caractère dont nous venons de parler ne peut se 
présenter que si le fluide est incompressible et indilatable, cas auquel p est 
une constante. 

Dans cc cas, si l'oii sc reporte à l’expression ( 85 ) de ?(p, T), on peut écrire 


(u 3 ) 


dt 

E 




En vertu des égalités (66) et (1 13 ), l'égalité (111) peut s’écrire 


(«i 4 ) 


(* - 


-h v* -f- w* 


dm ^ ~ 


2 S dt, 


« 


2 
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•P ayant la signification suivante : 


(n 5 ) 


4» ~ ü e + i J J <p(p, p', /■) elrnûni'. 


4 » est, dans le cas des Jluidés incompressibles et indilatables, la somme dit 
potentiel externe et du potentiel des actions que les divers éléments Jluides 
exercent les tins sur les autres. 

Si le Jluide n'est pas visqueux, S est nul, et la relation (i i/j) nous donne IV//- 
légrale des forces Vives : 

, ... . f «M- t»*-»- u 1 ’ 

(n6) 




dm =T- COllSt. 


Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

Toutes les fols qidun fluide non visqueux est défini par des variables nor¬ 
males et que T entropie g dm de chaque élément dm est, identiquement, fonc¬ 
tion de la température seule, il existé, en tout mouvement du fluide, une 
intégrale des forces vives, et la fonction <1> qui y figure est la somme du 
potentiel externe et du potentiel des actions mutuelles des divers éléments 
fluides . 

Ce théorème est Pexleiision à une masse fluide d’une proposition démontrée 
ailleurs (*) pour un système qui dépend d’ün nombre limité de paramètres 
variables. 

2° Fluide compressible animé d } un mouvement isothermique. — La quan¬ 
tité 


O 1 *) 


l = dtf( P ,T)~dm 


peut n’étre pas identiquement l’accroissement subi pendant le temps dt par une 
* fonction de l’état du système et se transformer en un tel accroissement lorsqu’on 
fait usage de la condition supplémentaire; c’est ce qui a lieu en particulier 
lorsque la condition supplémentaire exige que, dans son mouvement, chaque 
masse élémentaire du fluide garde une température invariable qui, d’ail- 


( 1 ) Sur P équation des forces vives en Thermodynamique et les relations de la Ther¬ 
modynamique avec la Mécanique classique (Procès-verbaux de la Société des Sciences 
physiques et naturelles de Bordeaux, 9.3 décembre 1897). — //intégrale des forces vives 
en Thermodynamique (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6 e série, t. IV, 
p. 5 ; 1898). — Voir aussi K. Jocgurt, Journal de Mathématiques pures et appliquées , 
5 * série, t. XVlf, p. a 35 ; 1901. 
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leurs } peut n*étre pas la même pour les divers éléments du fluide; dans ce cas, 
le mouvement du fluide est dit isothermique. 

Dans un mouvement isothermique on a 


r/T 

dt 


= o. 


L’égalité (i 11) fournit donc la relation (i 1 4 )j et, s * I e fluide est dénué de visco¬ 
sité, l’intégrale des forces vives (i 16), pourvu que l’on donne à la signification 
suivante : 


('* 7 ) 


<ï> = S2,-f- i-j* j \ <j>(p, p', r) dm dm’ 4- JK(p> T) dm. 


3 ° L y entropie est, en vertu de la condition supplémentaire, fonction de la 
température seule. — Hors ce cas, pour que la quantité 

l—d t fnr(p,T)~dm 

devienne, en vertu de la condition supplémentaire, l’accroissement qu’éprouve, 
dans le temps dt , une fonction de l’état du système* il faut et il suffit que <r 4 / 
devienne, en vertu de la condition supplémentaire, une différentielle totale; ou, 
en d’autres termes, que la condition supplémentaire entraîne cette conséquence ; 
cr est, pour chaque élément matériel, une /onction de la seule température de 
cet élément, *’ 


0 * 8 ) 


H T), 


CETTE FONCTION POUVANT VàILLEURS DIFFÉRER D UN ÉLÉMENT A l’AÜTRE. 

Si nous posons alors 

(.19) f s(T)dT = *(T), 

nous pourrons écrire l’égalité (i i4) et, si le fluide n’est pas visqueux, l’intégrale 
des forces vives (i 16), en donnant à la signification suivante : 

(i cio) <P = Sl e +±j "p r)dmdm'.+J [£(p,T)-b ES(T)]tfm. 

4 ° Fluide compressible animé d y un mouvement isotropique . — Dans le cas 
que nous venons de traiter est impliqué un cas particulier intéressant : c’est celui 
où, durant le mouvement du fluide, la grandeur <r garde, pour chaque élé¬ 
ment, une valeur constante 

0*0 


<j(p, T)~* 0 , 
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du pluide; le mouvement du fluide est dit alors isentropique. 

Nous avons vu au Chapitre I, § 7 , que tout mouvement d’un fluide dénué de 
viscosité et de conductibilité était un mouvement isentropique. 

Pour un tel mouvement, la fonction S (T), définie par l’égalité (i 1 g), se réduit 
à Ts 0 ; en vertu’de l’égalité (121), elle est constamment égale à Ta(p, T) ou 

encore, en vertu de l’égalité ( 85 ), à — g " 

, On a donc les trois égalités 


(I2T) 


8(f) = 'iV 0> 


( 123 ) 

( 124 ) 


S (T) — Ta(p, T), 

e T dÇ(p, T) 

S( 1 ) ^~Ê~dT- 


On jpeut donc, dans le cas d’un mouvement isentropique, écrire l’égalité (i 1 4 ); 
si le fluide n’est pas visquéux, on peul écrire l’intégrale des forces vives (u6); 
dans les deux cas, la fonction 0 doit être, selon les égalités (120) et (124), définie 
comme suit : 


( 125 ) <l> = i2,+ A JJ *4,(p, y, r) dm dm' + T) - dm. 


On remarquera que 


/ [C( P , T) - T ] dm + i r//W. P 1 * r ) dm dm> 

est (*) le produit par l’équivalent mécanique de la chaleur E de l’énergie interne 
du fluide. 


§ 2 . — Du RÔLE DE LA FONCTION O EK H YOROSTÀTIQUE. 

Considérons une des fonctions et le fluide auquel elle se rapporte. Nous 
allons établir la proposition suivante : 

Pour obtenir les conditions d’équilibre d’un fluide auquel correspond une 
certaine fonction il suffit d’écrire que l’on a 

(126) i^ — o 

(M Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique (Annales de VÉcole 
Normale supérieure , 3 * série, t. X, p. 214; 1893). 
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polir loulcs les modifications virtuelles qui sont soumises aux mêmes conditions 
que les modifications réelles pour lesquelles l’égalité (i i/f) est valable. 

Nous sa\ f on$ que, pour obtenir les conditions d’équilibre d’un iluide quelconque, 
il est nécessaire et suffisant d’écrire que l’on a 


(-) 


(l&t -^y f f “ O 


pour toutes les modifications isolhermiques virlüéllcs qui ne contredisent pas à 
la définition du .fluide. Il s’agit donc d’établir, pour chacun des cas que nous avons 
distingués au paragraphe précédent, l’équivalence des égalités (i) et (126). 

i° Fluides incompressibles et indilatables . — Pour un tel tluide, la densité 
de chaque élément demeure invariable en toute modification virtuelle; donc, en 
toute modification isothermique virtuelle, Ç(p, 11 ) dpi demeure invariable. Dès 
lors, en vertu des égalités (CG) et (108), la condition (1) peut s’énoncer ainsi : 

On a 

■] 


d [U'+ l f ^(P» p'* r)dmdm 1 


o 


pour toute modification isolhermique virtuelle qui laisse invariable la densité de 
chaque élément fluide. Mais rien, dans la quantité entre [ ], ne dépend de là 

température; on peut donc effacer de cet énoncé le mot isothermique. Si l’on sç 
reporte alors à l’égalité (11 5 ), on voit que t’énoncé précédent équivaut à celui-ci : 

La condition (126) est vérifiée par toutes les modifications virtuelles qui laissent 
inaltérée la densité de chaque élément, 

,2° Fluides dont les mouvements sont isothermiques . — Dans ce cas, si l’on 
tient compte des égalités (CG), (108) et (117), la condition (1) devient 


(127) 


iî T <î> — o. 


Elle équivaut donc à celle-ci : La condition (126) est vérifiée en toute modification 
virtuelle isothermique. 

3 ° Fluides dont chaque élément a une entropie fonction de la température 
seule, en vertu de la condition supplémentaire . — La condition supplémen¬ 
taire est telle que l’on ait, en tout mouvement réel, 

* 

( 1 * 3 ) < 7 (p,T)=: 5 (T), 

la fonction s( T) pouvant différer d’un élément à l’autre. Pour obtenir une modi¬ 
fication virtuelle en laquelle celte condition demeure constamment vérifiée,'on 
peut prendre pour Zp, en chaque élément, une valeur arbitraire et lui associer ime 
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valeur de ST telle que 


(138) 




dp 


dp + 


[ 


1 AT — 

rfT J 


d'f 


8T-o. 


Considérons une modification virtuelle quelconque en laquelle la condition (121) 
est et demeure vérifiée; en cette modification, Bp est quelconque et ST est lié à Bp 
par la relation (128); supposons que, pour toute modification de ce genre, on ail 
la condition 


(126) â<P==o, 

<ï> étant donné, dans ce cas, par l’égalité (120)* 

Si l’on tient compte de l’égalité (119), cette condition peut s’écrire 


') rü(+ iff Hp» p'» r)tbn rfm'l 

[^ - MT)]arj 

Mais, si l’on tient compte des égalités (121) et (85), on a 

^M-. Eî (T) = ^M-Ea(p,T)=:o 


et la condition précédente se réduit à celle-ci : 

+ f 

où BT ne figure plus, en sorte qu’il n’est plus nécessaire de mentionner que ST 
est lié à Bp pâr la condition (128). 

Cette condition est précisément la condition (1). 

5° Fluides dont les mouvements sont isentropiques en vertu de la relation 
supplémentaire , — Ce cas est un cas particulier du précédent; il est donc inutile 
de donner à son sujet une démonstration nouvelle. .La démonstration précédente 
suffit à prouver que, pour trouver les conditions d’équilibre d’un fluide, on peut, 
au lieu d’écrire la condition (1), exprimer que toute modification virtuelle où l’en¬ 
tropie de chaque élément garde une valeur invariable satisfait à la condition (126), 

ayant la forme (120). 

Le théorème énoncé est ainsi démontré pour tous les cas. 


(P,T) 
dp 


dp dm — o, 



D. 


7 



§ 3* — Dk la stabilité dk i/équilibue. 

. * * 

V , . ' * 

Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant : 


, Considérons ùn Jluide pour lequel on puisse écrire V équation (i 1 4 ) cl, s’il 
y à lieu , restreignons scs mouvements possibles à ceux pour lesquels l'emploi 
de cette équation est légitime . Si; dans un étal déterminé de ce fluide, la 
fonction est minimum, cet état est un état d'équilibre stable. 


La démonstration que nous allons donner est imitée d’une démonstration.bien 
connue de Lcjciine-Ôirichict; quelques modifications, cependant, ont diV être 



de variables indépendantes.'/ 


Soient deux étals o et i du fluide étudié; soit dm un clément de volume qui 
renferme du fluide, soit dans l’état o, soit dans l’état i, soit à la fois dans les 
deux étals; !e fluide y a, dans f’état o, la densité p 0 et là température T 0 ; dans 
l’état i, il a la densité o f et la tempéràtiirç T, ; l’une dès densités p 0 , pi peut être 
égale à o, si, dans l’un clés états o ou i, l’élément dur est vide; dans ce cas, nous 
conviendrons également d’attribuer à la température la valeur o. , * . 

Formons les deux quantités 


(** 9 ) 



où les intégrations.s’étendent aux régions de l’espace cjui Renferment du fluide 
au moins dans l’un des deux étals o cl i. 

Examinons les propriétés de ces deux quantités. 

Pour que la quantité 11 soit nulle, il faut et il suffit que le, fluide occupe la 
mémo partie de l’espace dans l’état o et dans l’état i, et que chaque élément de 
cet espace soit, dans les deux étals, rempli par un fluide de même densité* Hors 

ce cas, Il a une valeur positive qui çst finie si, dans une région finie de l’espace, 

* . . * 

o, diffère de o 0 -d’une quantité finie. Il est ce que nous nommerons Vécarl en 
densité entre Jes états o et i. * ... 

Lorsque le système se composera de plusieurs fluides de nature distincte,-pour 

/ • - » • • ■ • 

former l’écart en densité relatif àu système.entier, nous calculerons l’écart en 
densité de chacun des fluides, et nous en ferons là somme. 

Au sujet de la quantité 0 , nous pouvons répéter tout ce que nous avons dit an 
sujet de la quantité II, en remplaçanl simplemcnl le niôt densité par le mol tem¬ 
pérature. 0 est Vécarl en température entre les états o cl i. 



ItEGHEItClICS Sun l/flYi>JlO!>Y&t)lIQtSK. /j<) 

v Les deux égalités ‘ 

(i3q) H=ro f ‘ 0’=o * 

suffisent à assurer ridcnlité des états o et i. . 

Si les divers mouvements du fluide sont nécessairement isothermiques, la 
première égalité suffit à cet objet; dans ce cas, il est inutile d’écrire la seconde, 
etj dans les raisonnements qui vont suivre, on pourra biffer tout ce qui concerne 
la quantité 0. ' 

Si le fluide est incompressible, mais dilatable, la seconde égalité (i 3 o) suffit à 
assurer l’identité des étals o et i ; dai>4 ce cas,'il est inutile d’écrire la première 
ni, dans ce qui va suivre* de .mentionner J_a grandeur II.; 

Cela posé, nous nous proposons d’une manière précise de démontrer la propo¬ 
sition suivante : < 


Supposons que } dans un certain étal a, ait une valeur minimum. Suppo¬ 
sons qu'à chaque instant H et 0 désignent les écarts du système par rapport 
à cet état cl. Oit pourra toujours trouver trois grandeurs positives a(» b 0 > 
telles que si } à Vinstant t 0 > on d • \ - 


<i3i). 


Hq 5 <7oj 0o 5 O o, 



ii. 


vl -H 


"’î 


2 


d/n^c 0> 



on soit assuré d’avoir , à tout iiistant t, postérieur à t 0 , • 

V # 

/ tp -4- (’• 4- ii ,î 

--- dm%c, 

s ~ 

(t) b } c étant trois quantités positives données d } avance. 

La fonction ii’est jamais déterminée qu’à une constante additivc près. On 
peut toujours choisir celle constante de telle sorte que, dans l’état a, on ait <I> = o. 
<I> étant en même temps minimum, on pourra toujours fixer deux grandeurs posi¬ 
tives A et B, telles que soit positif toutes les fois que l’on a 


U<A, 0 <B, 


sauf dans le cas où les égalités (i3ô) sont simultanément vérifiées, cas auquel 
est nul. 


On pèùï toujours assujettir c/ 0 , b Q à être pris respectivement inférieurs à A et 
à U; ôn est alors assuré que la valeur<î>oj*prise paï\<I> à l’instant /<*, est positive. 

D’autre part, on peut supposer que les deux limites assignées a } b sont, res¬ 
pectivement, au plus égales à A, B, Si, en effet, l’une d’elles, a } par exemple, sur¬ 
passait la limite correspondante A, H, variant d’une manière continue, ne pour¬ 
rait passer de la valeur a 0) inférieure à A, à la valeur a sans franchir la valeur A ; 
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il suffirait donc, dans ce cas, pour que II ne puisse atteindre a] qu’elle ne puisse 
atteindre A; c’est-à-dire qu’on pourrait substituer À à a dans l’énoncé pré* 
cèdent. 

Considérons tous les états du système pour lesquels on a, ou bien 


ou bien 


U~tf, O < b 


üia, e = t>. 


Nommons ces états les i/a/s e. 

L’énoncé même suppose que les grandeurs «o, sont respectivement înfé 
ricures à «, 6; dès lors, à aucun instant /, postérieur à * 0 , l’une des inégalités 


(i 32 bis) 


R <a, ©<*» 


ne peut cesser d’être vérifiée, à moins que le système ne passe à cet instant par un 
étal ou n’y ait passé à Un instant compris entre / et t 0 » 

Pour chaque état e y 4 > a une valeur positive; ôn ne peut d’ailleurs, parmi ces 
étals e, former une Suite qui ait pour limite l’état a; on ne péut doilc, parmt les 
valeurs correspondantes de <&, former Une suite qui ait pour limité o; l’ensemble 
des valeurs de qui correspondent aux états e admet donc une limite inférieure 
positive P, 

Prenons le système à un instant quelconque /, postérieur à t 0t A cet instant 
nous pouvons écrire, en vertu de l’égalité (i i4)> 




+ i’î + 


dm 


£' 


2 | £dt. 
u 


J' ne pouvant être positif ou nul, cette relation peut s’écrire 


(.33) 


♦+/ ! 


* -V- v 2 4- tv* 


2 


dm 


< 4 > 0 + J ïï* 


4~ VÎ + «'n 




Soit Q la plus petite des deux quantités P et c ; nous pouvons prendre 

c °<r. 

» 

D’ailleurs, comme <ï> tend vers o lorsque R et 0 tendent vers o, nous pouvons 
choisir a 0y b 0y de telle sorte que les deux premières égalités (i 3 i) entraînent 

m 


Moyennant ce choix de« 0 > l>o, c 0 , le second membre de la relation (1 33 ) est înfé- 



rieur à Q 
034 ) 
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. -h f dm < Q. 


DI 


-—-rf//i ne peut cire négatif. L’illé¬ 
galité (i 34 )noiis donne alors 

.*<!». 


Doncà aucun instant postérieur à t 0f le système ne peut passer par un étale, 
en sorte qu’à tout instant f, postérieur à t 0) les deux premières inégalités (i 3 a) 
demeurent Vérifiées. 

De cette première conclusion découle qu'à aucun instant t H postérieur à t 0y ne 
peut devenir négatif; dès lors* comme Q est au plus égal à c y rinégalilé (i 34 ) 
donne 



il* H- u*-H iv* 
2 


dm < c, 


ce qui est la dernière inégalité (î 32 ). 

Le théorème énoncé est donc démontré. 


§ 4. -r— Stabilité îsothermique et stabilité isentropique (*). 

* • 

Sèlon le théorème démontré au paragraphe précédent, un fluide incompressible 
cl indilatahlc cst en équilibre stable, pour tous les déplacements possibles, dans un 
état 011 la fonction donnée par l’égalité (1 15 ), a une valeur minimum. 

Un fluide compressible, assujetti à n’eprouver que des déplacements qui n’ai- 
terent pas la température de scs divers éléments, est en équilibre stable dans un 
état ou la fonction 4 >, définie par l’égalité (117), a une valeur minimum parmi celles 
qu'elle peut prendre sans changement de température des diverses masses élémen¬ 
taires. 

Si* dorénavant, nous désignons par la fonction que représente l’éga¬ 
lité (117)» cl par S r une variation prise sans changement de température des 
diverses masses élémentaires, les conditions qui suffisent à assurer la stabilité 
isothermique de Véquilibre sont 

(135) è r & r = o t 

(136) 


(*) Sur la stabilité iscntropirjue d'un JJuide (Comptes rendus } t, CXXXII, j>. 2{.{; 
5 février 1901). 
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Un fluide compressible, assujetti à approuver que des déplacements en lesquels 
l’entropie de chaque masse élémentaire varie selon la loi 


<ii8) 


*<p/r)^(T), 


est en équilibre stable dans un état donné si, en cèt état, la fonction 4 ^, définie paé 
l’égalité (120), a une valeur minimum parmi toutes celles.qu’elle peut prendre en 
des variations soumises à la loi (t 18). . 

Désignons par 8 f une telle variation, en laquelle on a, pour chaque élément, 


(128) 


<Mp/T) , . \ do(p,T) ds(T)l n . 
—ôï~* +■ [ -JT-rfT-J^ r -°* 


et par ^ la fonction que définit l’égalité (120). Les conditions qui suffisent à 

• •. * 

assurer la stabilité de Véquilibre relativement à ta loi <r==: s(T) sont 


(* 3 7 ) 

(* 38 ) 


d s */.= o, 

i} > o. 


Proposons-nous de comparer, pour un même fluide, ccsdcux sortes de stabilité 
d’équilibre. 

Les démonstrations données au 3 ° et au f\° du § 2 nous prouvent que si> dans 
une variation 8,, on regarde 80 comme une variation arbitraire et 8T comme lié 
à 80 parla relation (128), on a 


(* 39 ) 


= r , 


en sorte que les conditions (i 35 ) et (* 3 ^) sont identiques. 
En outre, celte égalité (i 3 ()) nous permet d’écrire 


(i/,o) à^ s ^êsdrür +d J j' d ^jl^è ? cbn. 


x\fais, visiblement, 


-= 3 -f iM w n+ f 

oT étant, pour chaque élément, lié à Sp‘parla relation (128). 
L’égalité (i 4 o) devient alors .... 

' V À, = ôî *r + J - - ffîP W <*’" 
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ou bien, en remplaçant'£T par sa valeur tirée de l’égalité (128) et en tenant 
compte de l’identité / 


( 85 ) 


'• 0K{p t T) 

2 -E" - 5 t~* 

\ 0 'KÏ?, T) |* 

L doM J . 
à*Ç(pi T) Y f/s(T) dm ' 


Si. nous faisons usage de la première égalité (84) 


o— ï Ülgjgil) ; 

E dT* 


l’égalité précédente devient 


(■40 


- * / - T 

~"rr Vr 


En vertu d’une hypothèse générale de la Thermodynamique, que nous avons 
nommée (*) Postulai de Hclmholtz, c est essentiellement positif. Donc toutes 
les fois que Ventropie de chaque élément demeure invariable, ou bien est 
une fonction décroissante de la température, ou bien encore croit avec la 
température, mais assez lentement pour que Von ait 

. ds{ T) c 


on a 


</T < T * 


3 **,>«** r , 


cil sorte que la condition ( 1 3 G) entraîne la condition (t 38 ); les conditions qui 
assurent la stabilité isothermique de Véquilibre assurent aussi la stabilité 
lorsque Ventropie de chaque élément dépend de la température seule . 

En particulier, les conditions qui suffisent à assurer la stabilité isother¬ 
mique d } un;état d*équilibre assurent la stabilité isentropique du même état 
d* équilibre . 

Nous obtenons ainsi l’extension h une masse fluide continue (-) d’un théorème 


> ( *) Commentaire aux principes de la Thermodynamique , 3 e Partie, Cliap. IV (Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, .{ e série, t. X, p. 273; 1894). — Traité élémen¬ 
taire de Mécanique chimique, t, I, p. iGj; 1897, 

(*) Comptes rendus, l; CXXXII, p. aff; 5 février 1901. 
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déjà démontré (‘) pour les systèmes qui dépendent d'un nombre limité de para* 
mètres variables. 

§ 5. — RÉCIPROQUE DU CRITÉRIUM DE STABILITÉ. — CONSÉQUENCES 

DE CE CRITÉRIUM. 

Pour qu’un système, sous les conditions indiquées, soit en équilibre stable 
dans un certain état, il suffit que cet état corresponde, sous les mêmes conditions, 
à un minimum de <î>; cette condition suffisante est-elle en môme temps néces¬ 
saire? On n'a pü le démontrer jusqu'ici J toutefois, cette proposition peut être 
regardée comme très vraisemblable. A l’avenir, nous en admettrons Vexacti¬ 
tude . 

Ce serait ici le lieu, si nous nous proposions de donner une exposition com¬ 
plète de la Dynamique des iluides, de traiter des conséquences diverses dqcrité- 
rium que nous venons d’obtenir. Pour PeXposé de ces conséquences, nous 
renverrons le lecteur aux divers écrits que nous avons publiés à ce sujet ( 2 )é 

». 1 ’ 

- *18» * » - 

■ * * ' • - 

CHAPITRE III. 

FORME HABITUELLE DES ÉQUATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE (*). 


§ I. — Nature des actions extérieures qui seront considérées 

en ck Chapitre. 

Nous allons reprendre, pour les transformer, les équations de l’Hydrodyna¬ 
mique données en (79). Mais pour effectuer cette transformation, nous ferons 

(*) Commentaire aux principes de ta Thermodynamique, 3 e Partie, Chap. IV ( Jour - 
nat de Mathématiques pures et appliquées , 4 e série, t. X, p. 274 ; 1894). — Traité élé¬ 
mentaire de Mécanique chimique , t. 1 , p. iG 3 ; 1897. 

(*) Hydrodynamique , Élasticité, Acoustique; Cours autogràphié de la Faculté des 
Sciences de Lille, Livre II, Cliap. II, t. I, p. 80; 1891. —Sur la stabilité de l’équilibre 
des corps flottants ( Journal de Mathématiques pures et appliquées , 5 ' sérié, t. I, p. 91 ; 
i 8 y 5 ). — Sur ta stabilité de Véquilibre d’une masse fluide dont les éléments sont 
soumis à leurs actions mutuelles {Ibid., 5 e série, t. III, p. 1 51 ; 1897). 

( 3 ) Sur la condition supplémentaire en Hydrodynamique (Comptes rendus , 
i. CXXXJI, p. 117; 21 janvier 1901). — Cf. E. Joiguet, Le théorème des tourbillons en 
Thermodynamique {Comptes rendus , t» CXXXF, p. 1190; 24 décembre 1900. — Journal 
de Mathématiques pures et appliquées , 5 e série, t. XIII, p. 235 ; 1901). 
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iincVûpp.osilipn qui particularisera quelque peu là nature des actions extérieures 
auxquelles le fluide est soumis. 

Nous admettrons qti-il existe une fonction U(#,;)% 3, p, /)> déterminée en chaque 
point (#, y % 3) du fluide cl à chaque instant /, telle que l’on ait 



Cette fonction Ü existe, en particulier, si l’on suppose que les actions cxcçcées 
par les corps extérieurs sur les divers cléments de la masse fluide sont analogues 
aux actions que les divers éléments de la masse fluide exercent les uns sur les 
autres; 

Soient, en effet, 


o?i\I un élément de masse appartenant aux corps extérieurs; 

A la densité de l’élément rfM; 

R la distance des deux éléments c/M, dm\ 
y(p, A, R) line fonction analogue à ?i(p, p', /'). 

Dans-l’liypotlièsé énoncée, nous aurons les formules, analogues aux quatre 
dernières formules (67)) 


043) 


X 

f\ ■ 

il 

.! 

du ox' 

] 

1 

II 

. > 

dit ôy 

t, =-J 

ÇOySp, a,R) on. 

' c/R às ‘ >1 ’ 

A, =-j 

f ô r /M, 


les intégrations s’étendant à tous les corps étrangers. 
Posons 


044 ) 


U=yV,(f>.A. H ) r/Af. 


Si l’on suppose la position et l’étal des corps étrangers connus à chaque 
instant;, A devient une fonction de/, R une fonction de c*, /, y une fonction 
de x y y y 3, p, /, cl il en est de mémo de U. Il est clair, par les égalités (1 43 )cl 044 )* 
que cette fonction vérifie lès égalités 04?)* 

Considérons le travail élémentaire cW e des actions X,., Y r> r f» e% A r s’exerçant 

D 8 



5 G 


I». DUIIF.M. 


sur totilc la masse fluide. Go travail a pour expression 


<tC'-' e = ^(X* da? + Y^dy -4- Z* ds + À e op) dm 


ou bien, en vertu des égalités (i 4 ?)» 


015 ) 


r(o\S \ Sm > ou \ ou <\ . 

d& e z=~j r-à x +^-ty+~dz + - :i: -dp)dm. 


d* ’ o? 

r • * * “ -, 

-S/ /rt /o/ie/fo/LU /*e dépend pas explicitement du, temps t et si l’on pose 


(. 46 ) 

l’égalité (« 45 ) devient 

(« 47 ) 


b;=/u 


dm y 


d& c =-dn' € . 


Le travail des actions X ey Y*, Z e , Ae dépend d'un potentiel, qui est la fonc¬ 
tion donnée par Végalité (.46). 

Dans ce cas* pour que le travail des actions extérieures dérive d’un potentiel, 
il Cy H est nécessaire et suffisant que le travail des pressions appliquées à la surface 
du lluide 

r/ 6 j'= J ( P* à* + l’y df-b P s is) </S 
dérive aussi d’un potentiel Q’; on aura alors 

a t =a € +fr t . 

Le cas dont nous venons de parler se présente lorsque les actions X ey Y^, Z<*, 
\ c sont de la forme (. 43 ) et que les corps étrangers dont elles émanent sont inva¬ 
riables de forme, de position et d’état. Dans ce cas, en effet, A est une constante 
cl H une fonction de x , y y z .-La fonction U, donnée par Légalité (t 44 )j est une 
simple fonction des variables p, x, y, 3. 


§ 2 . — TrANSFOUMÀTIOK. DES ÉQUATIONS DE L’IlYimOnYxNAMIQUK. 

Revenons au cas général où U (x f y, z } p, t) peut dépendre explicitement de /. 
Dans celte fonction, remplaçons p par sôn expression en fonction de y y z y t\ 
nous obtenons une fonction V e (x y y y s, /) : 


048) 


V«(<r, y y «/O == U|>, y y *»>(#* fy -, 0i O* 
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L’égalité (i/|8) nous donne, en particulier, 

d V, _ dû dU dp 
dxdx dp dx’ 

dV< _ dU OU dp 
dy dy + dp dy' 

OV <dU + dü dp 
dz dz dp dz 

ou bien, en vertu des égalités (142), 


dV e v . . dp 


d.r 


X* “h \ e -J- = O, 


(• 4 q) 


' — + V A àp -o 

d>' + ' f + Ac d^ “O» 

dV t dp 

d 7 + /je + Ae dl =0 ‘ 


5 7 


D'ailleurs* la fonction V/(â?, 7', æ, *), donnée par la première égalité (Gy), vérifié 
aussi les relations 0 )‘ 


! • . dp 

+x,+A 'd^ =ro ’ 


( 15 o) 


\ Ôï +Xi 
J dV/ ; 


l dy +y < + a 4 y- °' 
~ + Z, -h A, = o. 


dz ■ 1 di 

Considérons lu première des équations (74) : 


^S-(XF+X.) + 7x -fe= S o. 


Les égalités (149) él (i 5 o) pcnneltcnl de l’écrire 


(• 5 i) 

L’égalité 

(? 5 ) 


I £5 

P d.r 


7.7È + ( A ' + Af ) %. + ^ (1V '+ V <) + t 5 - 6 


n + P‘( A,*+ A c ) - p’ ^ = O, 


(*) Le potentiel thermodynamique et la pression hydrostatique, équations (70) (*•!«- 
nalcs de t 9 Ecole Normale supérieure, 3 e série, t. X, p» 220; 189 J), 
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vérifiée en tout point du fhiitlç, donne 

fc + a f-(A« +. A«) ^< A ' + A «) ~ f> 3 £ {? fi) - ? ^ a? “ °- 


Mais 


<H(p, T) dp d <(?, T) dT 
dp dx dx ** ‘ ’ ^ dT d.i* 


L’cgalilé précédente peut donc s’écrire 


(i52) 


1 m I m , t àtlpiïyw 

pôTv + {Xi + A<) d* + dT d^ 

="cè[ f>(A,+Ae)_ " ( * 0, ' 1 ’ ) ~ p 


dg(p,T ) 

do 


] 


Si donc nous posons 


( 1 53 ) 0 t) — V/~H V e — p(Àf-h A<r) -h Ç(p, T) 


les égaillés (i 5 i) el(i 53 ) donneront la première des égaillés 


054 ) 


dG 

d«p,T) dT 

d.r 

dr ôx 

dG 

dÇ(?,T) dT 

d/ 

dT dj 

dG _ 

dï(p,T) dT 

ds 

dT d= 


'h y.r — 


“ o, 


* Vv 

+ 7 y^‘ “* 


y* 


Oé 


Les autres se démontrent d’une manière analogue. 

Nous allons maintenant rechercher les divers cas où l’on peut trouver une fonc¬ 
tion H (a?, J'j 5,7.) telle que l’on ail 


(« 55 ) 


d r.(ô, T) dT __ dit d Ç(f>, T) dT __ dll d Ç(f>, T) dT _ dtl 


dT Ox~'dx 


dT df 0 y 


dT dz dz 


Alors, en posant 

» , ■ v ' . 

(106) A (.r, v, t ) ==. (*(■#, 5, /)— y y 5, / ), 
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on nïellra les égalités (io4) sous la forme 


h 


<>A q x . 

~ -F- '/x ~ — ~ O» 

' p 


dx 


(* 5 7 ) 


. . 0 \ 
< Jy 


‘h 


o, 


Ô\ (jz 

r ‘ • p ' 


Jï 


. * . /■ * 

i° Fluides incompressibles et i/uli la tables* — Cherchons d’abord si les 

égalités (1 55 ) peuvent avoir lieu identiquement, (juellc que soit la nature de la 
condition supplémentaire imposée au fluide. 

Il faut et il suffil pour cela que 


( 85 ) 


0 C(>, T) 
dT 


= -E«r(p,T) 


soit identiquement une fonction de la température seule. Celà ne peut avoir lieu 
que dans deux cas 
i° Le cas où 


( 9 «) 


P = /(T). 


C’est le cas des fluides incompressibles, mais dilatables, que nous 11e pouvons 
étudier* ' 

Lc'cas où 


(99) 


p~ çonst# 


C’est le cas des fluides incompressibles et indilatables. 

Mais, dans ce cas, le calcul que nous venons d’exposer n’est plus légitime, car 
nous n’avons plus le droit d’écrire l’égalité (76), ni* partant, l’égalité (10?.). 

Toutefois, dans ce cas, l’égalité (idi) reste légitime. D’autre part, cominc le 
fluide incompressible et indilatable est supposé partout de même nature, p a, eu 
tout point, la même valeur et l’on a, dans toute la masse 


ôx 


o, 


dp 

ày 


Si donc nous posons 


(« 38 ) 


\{x, y y z,t) 


dp 

°* £-°' 


VH-V,+ -, 
P 


l’égalité (1 5 1) devient la première des égalités (157); les deux autres égalités (liïj) 
sc démontrent d’une manière analogue. 
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•a 0 Fluide compressible cfa température Uniformè. — Considérons mainte¬ 
nant le inouvoment d’un fluide compressible et voyons si les conditions du mou¬ 
vement peuvent être telles que les égalités (i 55 ) soient vérifiées» 

Un premier cas où elles se trouveront vérifiées est celui où, à chaque instant, 
la température aura même valeur en tous les points du fluide. Dans ce cas, 
en effet, on aura 


dT 

dx 


— o 


dT 


~ o, 


- x, 

OT 


ôy ~ dz 

H {x, y, 3 , 0 = o 


~ O, 


- , . • * 

et, parlant, selon (r 53 ) et (ioG), 


(Jocj) 


A (a?, y>z f t) ~~ V,-4- Y* —p(À/ 4 - À*) 4 - Ç(p> T) 4 -p 


oi(p/n 

dp 


Ce cas se présentera, d'après ce que nous avons vu au Chapitre I, § 7 , v si le fluide 

est très bon conduétcur et si tous lés points de la surface qui le limitent sont, à 

charpie instant, à une même température. . 4 

* * • 

*. • . • . * . . , • * . * ■■ /*• • * . ■ 

‘ 3 ° Eli vertu de la condition supplémentaire^ Vcnlropic est une fonction de 

la température seule, la même èn tous lès points du fluide. — Hors le cas 
précédent, les égalités (i 55 ) ne peuvent avoir lieu que si, par suite de la condi¬ 
tion supplémenlairé, est, à chaque instant, une fonction de la seule 

variable T, la même en tous les points du fluide. En Vertii de l’égalité ( 85 ), il 
revient au même de dire que Von ci, à chaque instant t y 


(.18) 


*(P,T)=zs(T), 


la fonction .v(T) pouvant changer de forme cl*un instant à Vautre 
[s = ^(T, /)], mais gardant la meme forme I)*uk POINT a l’autre nu FLUIDE. 


Si l’on pose 
( f ‘ 9 ) 

les égalités (i 55 ) donneront 
(160) 


*(T) =fs(T) tir, 


H(#, y, s, <) = —ES(T) 


et les égalités (i 53 ), (i 56 ) et(iGo) donneront 

(.G.) A(.r, }•, 0 — V/+ V e ~p(A,-f Ai) + Ç(,ô, T) + P + H « (T). 



RECHERCHES SUR (/HYDRODYNAMIQUE. 


Gi 


4 ° Mouvement à entropie uniforme . — Un cas particulier intéressant est 
celui où la condition (i 18) se réduit à 


(m) 


Q (?» T) — s 09 


s 0 étant une grandeur qui peut changer d 9 un instant à Vautre [s 0 = s 0 (/)], 

MAIS QUI, AU MEME INSTANT, A LA MEME VALEUR EN TOUS LES POINTS DU FLUIDE. 

Dans ce cas, S(T) vérifie les égalités (122), (« 23 ), (12.4) et l’égalité (161) peut 
prendrè les deux formes 


0» 


(162) A {T, y, z, t)z=y,+ V t - P(A,+ A e j + Ç(p,T) + p T) + RT s 
(. 63 ) A (a-, y, s;l) = V, + Y, - p ( A,-h A, ) + K(p, T ) +. p ^ 4 ^ - T • 


dp 


OT 


Dans lé cas que nous examinons ici rentre celui-ci : A partir d 9 un étal initial 
ou il a en tous points même densité ù 0 et même température T 0 , un fluide 
éprouve un mouvement isentropique.. Dans ce cas, en 'effet, s 0 est une constante 
absolue, indépendante à la fois de oc y y , z cl de /, et dont la valeur est 
<o°, To) : 

Mais il n’en est plus de meme, en général, si, à l’instant initial / 0 , le fluide a 
une densité et une température variables d’un point à l’autre, et si, à partir de 
ce moment, il éprouve un mouvement iscntrOpique. Dans ce cas, il existera tou- 
jours une; fonction <!>(#, y % z 9 ï) permettant d’écrire l’équation (i i4)> mais il 
n’existe plus, en général, de fonction A(#, y, z 9 t) permettant d’écrire les équa¬ 
tions (i 5 ^) v 

Considérons, en effet, l’élément matériel dm } dont les coordonnées sont x 9 y 9 
z } à l’instant t; a l'instant / 0 , scs coordonnées avaient des valeurs a } b 9 c, déter¬ 
minées lorsque l’on connaît x 9 y y t : 


(« 64 ) 


<*—/(#» y t -, O, 
b~g(x, y , s, t), 
c = h(x 9 y, z 9 t). 


À l’instant / 0 , au point de coordonnées a } b y c, la température avait la valeur 
T 0 (a t b, c), la densité la valeur p 0 (a , b 9 c) } la fonction or(o, T) la valeur 

((65) cr[po(tf>&>c)> T 0 (a, b,c)] = s 0 {a 9 b, c). 

Le mouvement étant tscntropiqiie, la fonction <r(p, T) a la môme valeur aii 
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point (tfyjVs), à l'instant/; on a donc» 

*(?/T) — St(o, b,c) 

ou, plus explicitement, 

<?(p,-T) n’est donc pas, en général, indépendant de #, yy s. 

Cette remarque, (piî sein b le avoir communément passé inaperçue (*), particu¬ 
larise extrêmement l’application des équations (i 5 ?) aux mouvements îsbnlro- 
piques. Si Ton observe, d’ailleurs, que la démonstration (*) de la plupart des 
théorèmes dits généraux de l’Hydrodynamique suppose l’emploi des égalités ( 1 5 ^), 
on voit combien est bornée l’éludé des'mouvements isentropiques des fluides. 

D’ailleurs; si Ton cherché à définir et à classer les problèmes hydrodyna- 
iniques pour lesquels existent à la fois les deux fonctions <£(#, y, z , /), 
\(x,y y z t l) (c’est-à-dire les seuls problèmes auxquels oii puisse appliquer la 
plupart, des théorèmes dits généraux deTHÿdrodyriamique), et dent les condi¬ 
tions aient un sens physique, on est frappe de l’étroitesse du chamjl qui demeure 
ouvert aux investigations. 

Ces problèmes, en effet, se ramènent tous aux trois catégories que voici. : 

PufiM ikiie catégorie. — Mouvements quelconques des fluides incompressibles 

~ _ . * 

et indilatables, visqueux ou non visqueux . 

C’est là pins anciennement et la plus complètement étudiée parmi les catégo¬ 
ries de problèmes hydrodynamiques. 

Deuxième catégorie. — Un fluide compressible, visqueux ou non visqueux, 
est parfaitement conducteur. La surface qui le limite est portée à une tem¬ 
pérature invariable et uniforme . 

Dans ce cas, en effet, on a, dans toulô la masse du fluide et à chaque instant, 

HT dT <rr dT 

ôt ax Oy ôo 

% 

ce qui assure rexislence des deux fonctions <I> et A. 


(*) Sur ta condition supplémentaire en Hydrodynamique (Comptes rendus , t. CXXXII, 
p. 117; 21 janvier 1901 ). 

(*) K. Jougukt, Le théorème des tourbillons en Thermodynamique (Comptes rendus, 
(..CXXXI, p. 1190; *2 \ décembre 1900. —Journal de Mathématiques pures et appliquées , 
5 e série, l. XIII, p. '* 35 ; 1901). 
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Troisième catégorie. — Les divers élémen ts d } un fluide compressible sont 
sans action les uns sur les autres; ce fluide est dénué de conductibilité et de 
viscosité; l'état initial de ce fluide est un état de température uniforme ou 
il est maintenu en équilibre par des actions extérieures qui se réduisent aux 
pressions appliquées à sa surface . 

.. Dans cç cas, en effet, le fluide subit un mouvement isentropique à partir d’un 
état initial homogène. 

Ce dernier .problème est le problème du mouvement sonore au sein d’une 
masse gazeuse, tel que l’a posé Laplacc. 




DEUXIÈME PARTIE. 


SUR LA PROPAGATION DES ONDES. 


INTRODUCTION. 

Dans une première Partie de ces Recherches (*), nous avons examiné les fonde¬ 
ments sur lesquels repose la misé en équations du problème hydrodynamique. La 
question qui se pose maintenant est la suivante : Les intégrales des équations 
de VHydrodynamique èbnl-eÜcs continues et analytiques dans tout Ves¬ 
pace ? Si, le long de certaines surfaces , elles cessent d'être continues ou d'être 
analytiques, quelles sont les propriétés de ces surfaces? C’est à Pcxamen de 
ces questions qu’est consacré le présent écrit. 



CHAPITRE I. 

DES ONDES DE CHOC. 


§ 1. — Considérations cinémAtiques. 

Imaginons qu’a l’instant on puisse tracer dans le fluide une surface S jouis¬ 
sant des propriétés suivantes : 

Soit M un point dé la surface; soient i cl à les deux côtés d’une aire entourant 
le point M, tracée sur la surface S, et assez, petite pour être simplement connexe; 

* • * m 

S * • . / 

• 0 

(*) Recherches sur l*Hydrodynamique ; I'* Partie t Sur les principes fondamentaux, 
de F Hydrodynamique (A finales de la Faculté des Sciences de Toulouse, i*: série, l. i 11 r 
{>. 3 i 5 ; iqôi). ' 
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soient M, un point infiniment voisin'dû point M et situé du côté i ^ cl M* un point 
infiniment voisin du,point M et situe du côte a.. 

Lorsque le point M* tend vers le point M, la densité p et les composantes </, 
c, w de la vitesse en ce point tendent uniformément vers dès limites pi, 
i»,, u'i ; lorsque le point Ma tend vers le point M, la densité o et les composantes 
//, i f j iv delà vitesse en ce point tendent uniformément vers des limites p 2 > Wa» u-i, 
respectivement différentes dé pi, f/|,«q, ÏVf. 

Nous supposerons, d'ailleurs, que les quantités pi, t/|, Vi, n’i* p 2 > t’** w* 

varient d’une manière continue lorsque le point M se déplace sur la surface S, 

Il peut arriver qu’une telle surface S existe non pas seulement à l’instant 
isolé t y mais à tous les instants d’un certain laps de temps; dans ce cas, en général, 
la surface S ne demeurera pas fixe dans l’espacé ; elle se déformera et se déplacera 
d'une manière continue; occupant la position S à l’instant t t clic occupera la 
position voisine S' à l’instant ( t + clt). 

Par le point M menons, à là surface S, une demi-normale dirigée du côté i ; ce 
sera dorénavant la direction positive de la normale à la surface S; noiis la dési¬ 
gnerons par/;, et par#, p, y nous désignerons les cosinus des angles qu’elle fait 
avec les axes de coordonnées O#, Os. ^ 

Une normale, menée en M à la surface S, rencontre la surface S # en un point M*, 
voisin dit point M. Nous désignerons par Ùl> une grandeur dont la valeur absolue 


sera qui sera affectée du signe + si la direction MM' coïncide avec la direc¬ 
tion n t et dit signe — dans le cas contraire. Celte grandeur^ sera, aii point M, 
la vitesse de déplacement de la surface S. En général, elle variera d’une manière 
continue d’un point à l’autre de la surface S. 

iVenons un point matériel p qui se trouve, à l’instant t f en un point M, (fig* i), 


Fig. i. 



voisin de la surface S et situé du côté t de cette surface. Peut-il se faire qu’à 
une époque voisine de l cl postérieure à t y il se trouve du côté 2.par rapport à la 
position actuelle de la surface S? 

Supposons qu’il en soit ainsi. Admettons que le point u se trouve du côté i de 
la surface mobile jusqu’à l’instant (t 4 - dt) et du côté 9 . à partir de cet instant; à 
l’instant (t + dl) } il se trouve précisément en p 7 , sur la surface S'. 
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Menons |a normale ô la surface S qui, issue du point M, passe ait point M|. 
La direction MM| coïncide, d’après les hypothèses faites, avec la direction posi¬ 
tive n de cette normale. 

•> • * « 

Projetons la ligne brisée MMjjj/ sur la direction n et exprimons que la projec¬ 
tion doit être, en grandeur et en signe, égale à dl>dl. 

Si 8, est la longueur MM,, la projection du segment MM, sur la direction n est 
précisément 8,. 

Entre les instants t et (/ -f* c//), le point matériel considéré est demeuré du 
côté i de la surface; les composantes de sa vitesse ont différé infiniment peu de 
//i, i»,, «Vf ; aux infiniment petits d’ordre supérieur près,des composantes du 
segment M||a' ont pour composantes 11 % dl* v, dl, \v% ch et sa projection sur la 
direction n est(«, + tv, y )dt] on a donc 

(i) DZ>dl = d l 4* V t P -f* \\\q)dl 

ou bien 

( 2 ) . 0| zr: V>| <//, 


avec 


( 3 ) 


V, —Z — (i/,« -h f,p 4- «',*/), 


L’instant (/ + cil) étant postérieur à /, cil est positif} 8, étant positif par défi 
nition, la condition (2) exige que Poil ait 


(4) > o. 

» 

Ainsi, pour qu’iin point matériel u. qui se trouvait du côté i de la surface S iV 
Pinstant t puisse être atteint par la surface S' à un instant postérieur (/ 4- cil), il 
faut cl il suffit que la quantité \I>, soit positive; Pinstant où il est atteint est déter¬ 
miné par l’égalité (2). 


Lorsqu'il en esl ainsi, on dit que le mouvement 2(p 2 , u 2} v 2y iv 2 ) se propage 
dans le mouvement 1(0 1 , */,, r,, iv,) avec la vitesse 

* 

Nous pouvons traiter de même la question suivante : 

A Pinstant /, un point matériel |a 2 se trouve du côte 2 de la surface S et à une 
distance normale 8* de celte surface; peut-il se faire qu’a Pinstant (Y-t-rf/) il 
soit atteint par la surface mobile S', et qu’il se trouve ensuite du côté 1 de celle 
surface? 

Nous obtenons le résultat suivant : 

Pour qu’il cii soit ainsi, il faut et il suffit que la quantité 



(3 bis) 


ôo 4-w,«4- r s (3 4- uv/ 
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soil positive : • 

( 4 Ois) VV> o; 

dt est alors déterminé par l’égalité 
(2 bis) 

* 

florsqu'il en est ainsi, on dit que le mouvement i (o,, t’», w t ) se propage 

dans le mouvement 2(p 2j ü 2i v 2y iv 2 ) avec la vitesse de propagation \> 2 . 

Il est clair que les trois hypothèses suivantes épuisent toutes les suppositions 
possibles : 

i° Les points matériels que la surface S' affecte à l’instant (/ 4- dt) étaient, à 
l’instant t , du côté 1 de la surface S; par conséquent, aucun point qui était, à 
Tinstant /, du côté 2 de la surface S ne peut être, à l’instant (/ + dt) y du côté 1 
de la surface S'; on a donc 

• ’ , , ' t 

(5) Vi>o, X^o. 

C’est le cas ou le mouvement 2 se propage dans le mouvement i . 

2 0 Les points matériels que la surface S' affecte à l’instant (t + dt) étaient, à 
Trustant /, du côté 2 de la surface S; par conséquent, aucun point qui était, a 
Tinstant /, du côté t de la surface S ne peut être, à l’instant (/+ dt) y du côté 2 
de la surface S'; 011 a donc 

( o bis) * > o, \ 9 | £ o. . . , 

C’est le cas où le mouvement i se'propage dans le mouvement 2. 

Dans ces deux cas on dit que la surface S est une onde de ciioc. 

3 ° Les points qui, à l’instant /, sont du côté 1 de la surface S sont aussi, à l’in¬ 
stant (t + dl ) 9 du côté 1 de la surface'* S' ; les points qui, à l’instant t y sont du 
côté 2 de la surface S sont aussi, à l’instant (t+dt) y du côté 2 de la surface S'. 

On dit alori que la surface S est la surface de glissement de deux couches 
fluides \ cl 2 l’une sur Vautre . 

Laissons ce cas de côté, pour y revenir tout à l’heure, et étudions les ondes 
de choc. 

Pour fixer les idées, supposons qu’il s’agisse d’une propagation du mouve¬ 
ment 2 dans le mouvement 1 ; d’ailleurs, nous . pouvons toujours choisir les 
indices 1 et 2 de telle manière qu’il en soit ainsi. Ce seront donc les conditions ( 5 ) * 
qui seront réalisées. 

Considérons tous les points matériels qui, entre les instants / et (t~f r dt) y ‘ 
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seront atteints par Ponde de choc. À l'instant /, ils forment une couche comprime 
entré la surface S et une surface (fig. 2), située du côté i par rapport à la sur¬ 
face S. Les points matériels dé la surface S sont ceux qui sont atteints par Ponde 
de choc à l'instant /; les points matériels qui sont, à l'instant /, sur la surface ï, 


Wg. a- 



sont ceux qui seront atteints par Ponde de choc à l'instant (/ -t- dl). Si donc 
A, = M/j*i est la distance normale d'un point de la surface S à la surface E|, nous 
aurons, selon la formulé (2), 

Les points lïialérlels qui, à l'instant t } se trouvaient dans la couche C|, d’épais¬ 
seur A| 9 comprise entre les surfaces S et S|, forment, à l’instant (/ + (//), une 
couche C 2 , située du côté 2 de là surface S' et comprise entre la surface S' et la 
surface 2*, formée par les points matériels qui, à l'instant Y, étaient sur la sur¬ 
face S* 

Proposons-nous de calculer l'épaisseur À 2 de celle couche C 2 . 

La normale menée par le point M à la surface S rencontre la surface E 2 en //**, 

la surface ï' en M r ; la longueur /n 2 M' représente A a et, comme la surface*!^ est 
du côté 2 par rapport à la surface S', nous sommes surs que la direction //j 2 AF 
est celle de la normale ji. 

Dès lors, projetons sur la normale n : 

i° La distance à la surface S' du point M de la surface S; 

2° La distance du point M de la surface S à un point de la surface infini¬ 
ment voisin du point 

Retranchons la seconde projection de la première, 

La différence sera assurément A 2 . 

La première projection est, par définition, Où dt . 

: Prenons le point matériel qui se trouve en M a l’instant /; à l’instant (t + (//), 
il se trouve en-(F sur la surface S 2 ; d'ailleurs, à partir de l’instant ( } il est con¬ 
stamment du côté 2 de l'onde de choc; le segment Mp/ a donc pour projection sur 
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les axes coordonnés m dt } v 7 dt } dt et, sur la normale /i, 

(a fft-h (ir f 4- y iv 4 ) <//. 

Nous trouvons ainsi 

À*=[% - (af/,+ pr,4-yH*i)]^ 
ou, selon l’égalité (3 615), • 

(G 61s) À, = —-<V/f. * 

Si, comme nous l’avons supposé, \?» est positif, l’épaisseur A t et, par consé¬ 
quent, le volume et la masse de la matière qui, à l'instant /, occupe la couche Ci, 
sont de l’ordre de cll\ \\ faut qu’il en soit de même à l’instant (t + dt ), ce qui 
exclut l’hypothèse \*> 2 = o. 

On aurait pu démontrer de même que l’hypothèse <V>o exclut l’hypothèse 
= Par conséquent, une oxoe de choc vérifie forcément l’Une où Vautre 
des hypothèses suivantes : 

Premier cAs. — On a 

(7) *«><>, ÿi<o. 

Le mouvement 2 se propage dans là mouvement 1 avec la vitesse <>,. 
Deuxieme cas. — On a 

« , 

(7 bis) /tfi<o, ^>0. 

mouvement i se propage dans le mouvement 2 avec la vitesse \V 

Un troisième cas est le cas de la surface de glissement. Pour que la surface S 
soit une surfacede glissement, il faut et il suffit que les épaisseurs iij, A a dés deux 
couches Ci, C 2 soient égales à zéro. Les égalités (6) et (6 bis) donnent alors la 
proposition suivante : 

Pour que la surface S soit une surface de glissement de deux couches fluides 
1 et 2 Lune sur l’autre, il faut et il suffit que l’on ait 

(8) \ f, i = o, \‘>i~ o. 

- « 

Ces égalités exigent que l’on ait 
(8 bis) cc(u 7 — f/fj-hPO»*— iq) + y(•»»! — m,) = o* 

Revenons au cas de Vonde de choc . 

Prenons un point matériel (fig> 3 ) situé à l’instant / dans la couche C|, en un 
point géométrique 7, et cherchons en quel point géométrique y* de la couche C* il 
sc trouve à l’instant (£ + dt)* 



7 1 


RECHERCHES SUR l7lIY DR01> Y KàM 1QUE. 

Soit Si la distance normale pM, inférieure à A,, du point v à la surface S. Le 
point matériel considéré est atteint par Fonde de choc à l’instant (/ + dx), dx étant 
donné, selon la formule (2), par l’égalité . 


/ *1 

Il est alors.en N, 

Entre les instants/et ( t -\-dx) f le point matériel est du côté j de l’onde de choc. 


Fig. 3 ; 



Le segment y N a donc pour projections sur les axes de coordonnées, dx, r* dx^ 
dx ou bien 

di d t d v 

. 


Entre les instants dx et dt, ce meme point matériel est du coté 2 de Tonde de 
choc. Le segment Nv ; a donc pour projections sur les axes de coordonnées 


//, (dt — dx) — it % dt — u % ~ 


4, 


v t (dt — dx) — r, dt — 


1 v t (di — dx) “ tr* dt — 


a, 

‘V/ 

• a, 


Le segment y-/ a donc pour projections sur les axes 

à t 


U t dt -+-(«/, — «j)^T> 


d, 


«’i ^ » 


•»’,<* -+• U'») 


A 

V. 


D. 


10 
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cl le segment M'/ a pour projections sur ces mômes axes 

+ ^ * 

“ i dt -i -t- y^-V 

Or u 2 dl, v*dt, \\wdl sont les projections sur les axes du segment MpL On 
voit donc que, pour obtenir le point v', on doit porter, à partir du point p', un 
segment dont les cosinus directeurs, proportionnels à 


a* dt "T 


( «i — Wt 

V 


(9) 


//,— w. 




a, 


*>!—*»* 


■+* Pi 


iv, 




V, 


+y* 


dépendent de la position du point M sur la surface S, mais point de 8 t , et dont la 
longueur est proportionnelle à S,. 

H en résulte que tous les points materiels situés, à l’instant/, sur la ligne Mw 2 , 
normale à S et issue du point M, se trouvent, à l’instant \t + dl), sur la ligne 
droite p'm', oblique à S 2 et issue du point p'. v 

Considérons un petit cylindre droit Mm 2 Vp 2 dont là base MP = <r/S est un élé¬ 
ment de la surface S* Le fluide qui, à l’instant t, remplissait ce cylindre droit, se 
trouve, à l’instant ( t -f- dt), dans un petit cylindre oblique p'/w'tà'/Â La base de 
ce petit cylindre s’obtient en donnant à chaque point de l’élément MP une trans¬ 
lation de composantes u^dt, v 2 dt, i y 2 clt\ sa génératrice, que limitent les deux 
surfaces 1Ycl S', a des cosinus directeurs proportionnels aux quantités ( 9 ). 

On a visiblement 

MP = p , c*' = rfS, 


en sorte que le cylindre droit et lé cylindre oblique ont môme base. Mais la hau¬ 
teur du premier est A t et la hauteur du second csl A 2 , en sorte que le volume du 
premier est au volume du second dans le rapport de A { à A*. La môme masse 
fluide qui, à l’instant t } remplit le premier avec la densité pi, remplit le second, à 
l’instant (t dt ), avec la densité p 2 ; on a donc 

PiAi=PiA*' 

ou bien, en vertu des égalités (G) et (G bis), 

(10) Pi^i*+* o. 

Cette relation, dans la question actuellement traitée, joue le rôle d’équation de 
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continuité. Elle a été donnée par Kicmann ( ! ) polir le cas simple où Ponde de 
choc est plane et où la vitesse du fluide est toujours normale à cette onde; clic a 
été généralisée par M. Ii. Jouguet ( 2 ). , 

§2. — Extension des principes de l’Hydrodynamique au cas ou les vitesses 

OFFRENT DES DISCONTINUITÉS# 


L’étude dü mouvement d’un système quelconque repose sur le principe sui¬ 
vant (*) : 

Lorsqu’un système est en mouvement, on a, à chaque instant/, et pour toutes 
les modifications virtuelles et isolhermiques que l’on peut imposer au système à 
partir de l’état qu’il traverse à cet instant, 


(i i) dG e -4- d&j tf£ c .— o t 3 ™ o. 

-**■ . • 

â est le potentiel interne du système, 
d(s > è est le travail virtuel des actions extérieures, 
r/Gy est le travail virtuel dès forces d’inertie, 
r/G,. est le travail virluèl des actions de viscosité. 

Le travail virtuel des actions d’inertie a pour valeur 




dx y y &y y z <$s) dm, 


Yr> Y* < ^ anl ' l es composantes de l’accélération de la masse élémentaire dm, 
S#, Sj', 8z les composantes du déplacement virtuel de la même masse, 
et l’intégration s’étendant à toutes les masses élémentaires du système. 

Évidemment, pour que ce principe ait un sens, il faut qu’à chaque instant / du 
mouvement, chacune des masses élémentaires qui composent le système ail une 
accélération finie et déterminée. 

C’est ce qui n’aura pas lieu si, à l’instant /, certaines masses élémentaires dm 
passent brusquement d’une vitesse //,, e,, «q à une autre vitesse f/ 2) u 2 , nv» dans 
ce cas, la masse élémentaire dm a, à l’instant /, une accélération infinie. Ce cas 
est précisément celui qui se présente si, «à l’instant /, le fluide est le siège d’une 
onde de choc. Le principe énoncé en l’égalité (i i) perd donc tout sens si le fluide 
est, à l’instant /, le siège d’une onde de choc. 


(*) B. Rikmann, Ueber die Forlpjlanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwin - 
gungsweite ( Abhanditingen der K. Gescllscha/t der Wissenschajten zu GôUingen, 
Bit Vltl, 18G0. — ÏUemann’s Wcrke, p» i45). 

(*) E, Jouguet, Comptes rendus , t. CXXX1J, p. G73; 18 mars 1901. 

(*) Première Partie, égalité (2). 
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Le principe exprimé par Légalité (i i) peut se mettre sous une forme un peu 
«liirércalo; celle forme csl rigoureusement équivalente à la précédente toutes les 
fois qu’à l’instant t chaque masse élémentaire a Une accélération finie et déter¬ 
minée; mais elle a sur la précédente l’avantage de garder un sens dans le cas où 
le fluide est le siège d’une onde de choc;- nous ferons alors l'hypothèse que cette 
proposition, qui garde un sens, continue d’exprimer un principe exact. 

Soient h, i», iv les composantes de la vitesse de la masse élémentaire dm, à 
l’instant /> et u\ v' } les composantes de la vitesse de la même masse élémen¬ 
taire, à l'instant (/■+</*). Si, à l’instant t, la masse élémentaire dm admet une 
accélération finie et déterminée- dont y X) y y , y t sont les composantes, on peut 
écrire 

, té—it _ v f —y _ \v'— w 

~dT * Vi ~ ~~7ïr * 


S’il en est de même pour toutes les masses élémentaires du système, Léga¬ 
lité (tu) devient* 


d&j = — 5 ~ J [(il' — u)dx 4- (t>' — 4- (u / — u)<îs] 


dm 


et l’égalité (i i) s’écrit 

« t 

(i3) (i/^4- d&t,— d T J) dt — f[(n’~u) dx 4 - (i* f — y) dy 4- («*•' — tv) os J 


dm o. 


Celle proposition garde un sens même s’il existe dés masses élémentaires 
dm pour lesquelles, entre les instants t et (t-h'clé), les trois composantes de 
la vitesse éprouvent des variations n), (d — e), («>'— iv), qui sont finies, 

pourvu que l’intégrale J dm, étendue à ces masses, soit de l’ordre de dt . Nous 
ferons /'hypothèse que, dans ce cas, cette proposition continue d’exprimer un 
principe exact. 

• ■ ♦ * 

11 est bien entendu, d’ailleurs, que l’on continue d’avoir, dans toute la masse 

fiuidc, 

àx = zf(x,y,s), ày — zg(x,y,z), dz = t fi(x % y, z), 


$ étant une quantité infiniment petite indépendante de x , y, z et f, g, h étant 
trois fonctions régulières dans toute la niasse fluide. 

La formule 


nous montre alors que 

dp~zr(x, y, z), 


*p=-p( 


d dx diy 06z 

dx ôy 0 




r étant une fonction finie dans toute la masse fluide. 
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Partageons le fluide étudié en deux parties que nous désignerons par les indicés 
a cl b) ions les points matériels qui, entre les instants t et (l+ clt) } cessent 
d'avoir une accélération finie et déterminée seront supposés intérieurs à la 
partie a\ par conséquent, entre les instants t et (/ -\-dt), il existera une accélé¬ 
ration finie et déterminée en tous les points de la masse b et de la surface X qui 
la sépare de la masse a . 

Nous avons, en conservant les notations de la première Partie [égalités ( 67 )], 
d r 5=r dx'J*K(pt T)rf/n — ^(Xgdx-b Y,d/ -h Z/ds -h \ i dp)dm 9 

les deux intégrations s’étendant à la masse fluide tout entière. 

Mais, d’une part, 

f Ç (fi, T) dm =jfÇ(p. T) dm + jT Ç(p, T )dm. 

D'autre part, en vertu de sa définition [I rc Partie, équations (G/)], la quan¬ 
tité X/ peut s’écrire 

X/ = Xfa X fA , 

Xia étant la pat tic de X,* qui provient des actions exercées, au point considéré, 
par les diverses parties de la masse a et X/* étant la partie de X,* qui provient des 
actions exercées, au même point, par les diverses parties de la niasse b. Les quan¬ 
tités Y/, Z/, À,* se décomposent d’une manière analogue. On a donc 


J (Xf d.e-f-Y,* dy + Z/ ds-t-A/ dp) dm 

f(Xia ox -f- \ ( a dy -f* /g a os + À ia 00) dm 
d a 

I (X/a du? Y i A dy -t- Z, 7 , ds -t~ A j, do) dm 

d a 


4-.,. désignant deux termes analogues aux termes déjà écrits, mais où les inté¬ 
grales s’étendraient à la masse b . 

Soient S a le potentiel interne de la masse a cl St, le potentiel interne de la 
masse b . Nous aurons visiblement • 

dr S a = f T) dm — f (X/ a dx 4- \ ilt oy 4- /,*„ oz -t- Adp) dm, 

d, t d f , 

$ T 'i(,=d x y Ç(, 0 ,T )dm — y ( X il, èx -f- Y ib oj-\~ 7. ib + A » dp ) dm. 
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Toutes ces égalités nous permettent décrire, 


04) 


3 — df <f a — j (X/a dx 4- Y/a dy 4- Z/a ds •+• A/a dp) 

4- i| c^a / (X,« ^ -H* Y/ a dy + Z/a iv + A/a dp) rfwi. 
«A 


Pour simplifier le.calcul du travail virtuel des actions extérieures, nous 
supposerons que la masse a n*a aucun point commun avec la partie, soumise à 
des déformations virtuelles; de la surface S qui limite le fluide; nous aurons alors 


(.5) 


(Us> c z=l Ç(\ € dx 4 - Y e dy - 4 - Z* dz 4 - A e dp ) dm 

J a 

4- f (X*da; -t- Y e dy 4- Z*ds 4 - X e dp)dm 
J b 


-h 


J *( P x 4- P y dy -h P. ds) dS. 


Si nous supposons, comme nous le ferons dorénavant, les deux masses a et b 
soudées l’une à l’aiitre, le travail'Virtuel d(B v des actions de viscosité sera la somme 
des travaux virtuels des viscosités intrinsèques des deux parties a et b : 


(« 6 ) 


diSy d($y t J 4- 


Enfin, comme l’accélération est finie et déterminée en tous les points de la 
masse b , il est clair que Ton peut écrire 


( 17 ) dëj~ — J* [(«'—* u) dx 4* (r f — v)dy 4- (w* — w)dz\dm 

— J* (y* &r~i- y y dy -h y z os) dm. 

En vertu des égalités (i4), (•£>), (ifi), ( 17 ), l’égalité (i3) peut s’écrire 


( 18 ) 


avec 


À 4 - B = o, 


( 19 ) Xz=zdi\ dG va — d T $ a 

4- J* [(X c 4~ X/a) da? 4 -(Y^ 4 ~ Y/a) d^ 4 -(Z c 4 -* Z/a) ds 4 ~ (A< 4 - A/a) dp] rf/nj 
— j [(f* r —u)da?4-(v' — p) iy 4- («/— iv) ds] dm 

d a 
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cl 


/ s 

<“> Si 


d&vb — 5 T 5? tf —f v /x H- Y) ày -f- */i 5s ) ///« 

f [(X<-t- X/ a ) à# +-(Y*-f- Y i a ) ày -h (Z*-h 7j/ a ) 5 s 4 - (À*-t- A/ rt )op] dm 
Jb 


+ /<". 


5 *r -h P y dy 4- P* 5 s) : </ 8 . 


Nous allons maintenant donner de B une autre expression. 

Nous pouvons, en premier lieu, donner au système une modification virtuelle 
qui laisse immobiles et invariables tous les éléments de la masse a\ A est alors 
identiquement nul, et l’égalité (18) sé réduit à 


U 


o 


ou 


B^ 

dt 


o« 


81 l'bà se reporte alors à l’égalité (20) et si l’on observe qu’au sein de la 
masse b les composantes //, e* w de la vitesse varient d’une manière continue 
d’un point à l’autre et d’un instant à l’autre, on reconnaît que la question à traiter 
est semblable de tout point à la mise en équations du problème fondamental de 
l’Hydrodynamique. Il est inutile de reprendre en détail la solution de ce pro¬ 
blème; nous pouvons indiquer d’emblée les résultats suivants, analogues à ceux 
que nous avons obtenus en la première Partie [égalités (74)> ( 7 * 5 ), (76)] : 
i° On a, en tout point de la masse b, 


(21) 


^7 p( X/^-t-X/ a -f- X c y x ) if je — O, 

dll 


ày 


p( Y ib H- Yf rt “*• y y) — 7 y — °» 


dll 


l à 


- ~ p (Z/6 + Z/ a -{- Le — (z ) — <h = O, 


( 22 ) 


H “H P* (A §b À/a “f* A*) — p 1 — O. 


2° On a, en tout point de la surface S, où /// est la normale vers l’intérieur de 
la masse b } 

( llcos(n h x) = P x +p X j 
( 23 ) | IIcos(/i/, r) = P y+Py> 

[ II COS(///, 3 ) 3 = P* ~h />-. 


Dans ces égalités, Il est une fonction régulière de #, z \ les quantités p#, py>fh 
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sont données par les égalités ( 48 ) de la première Partie, savoir 


<* 4 )î 


Px~— (v co >s(n„x) + T,cos(/i/,/) + r y cos (/1/,'«)], 
Py ~— [t* cos(«/, x) -b v r cos(n„ ) y) + r jr cos(/j/, 5 )], 
Pt =— [t y cos(n/, x) -+- T,cOs(/*/,' i y)-t-.'v, cos(«,, s)], 


tandis que les quantités q X) q r , q t sont données par les égalités (49) de la pre¬ 
mière Partie, savoir 


( 25 ) 


n 


— 


(d'j x 


0 x z 

4- 

ÙXy\ 

[Ox 

4- 

Oy 

Ô 3 )* 

(Ou 


O'Jy 


OtA 

(d.r 

4- 

w 

-h 


(0-y 

4* 

Û 7 X 

4- 

àiA 

\ 0 x 

Oy 

ù 3 y 


Ces résultats acquis, donnons au système une modification virtuelle qitcl- 
conque. Multiplions respectivement les égalités (21) pa r hx dvs } by cita, Sa/ra; 
ajoutons membre à membre les résultats et intégrons pour la massé b tout entière; 
si nous tenons compte des égalités (24)) (a 5 ) cl de régalité 


do 


(ôdx Oby dis 






ùy + d 


ï) 


des intégrations très faciles transforment inégalité obtenue en la suivante : 


( 26 ) 


x 
x 

X f. 


[ ( X/ a 4- Xio 4- X, — y x ) Sx -h ( Y ta 4- Y i/, 4- Y c — y y ) ôy 

4-(Z/ a 4- Z/6 4 ~ f*c — y z ) Sz\ d//i 


p dm 


d Sx dSy 

v- —.— 4 - v 


ôx 


r Oy 
f ô Sz 


4-v 3 

4- 


ô Sz / 

f dSy 

0 Sz 

d, + M 

—4- 

°y 


( dix 

d S y 

a* 

( d/ + 

• 

/Àr 


) 

r)] 


dm 


+ f\ [H cos ()l t , x) —Par] ÔV -+~ [II CÔS(/l/ f y) — py] ty 

-+- [II COS(/J/, S) — pj] $3 { r/S 

~fj K" + y x ) cos (fiat X) + 7 z cos(n a ,y) -t-r r cos(//„, s)]ix 

-f- [t 3 COS(«„, .T) + (II V y ) COS(rt a , /) + Tjr COS (fia, 3>] Ôf 
+ [ty COS (fl a , X) -t- T x COS (fiai J) + (H + 2-) COS(/J ü , 5)] Ss | (Il 


O, 
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/i a étant Ja normale menée, en un point de la surface 2 , vers l’intérieur de la 


masse a, 

r l' 


Tenons compte des égalités ( 22 ) cl (23); observons que Ton a 
df $ b — ^ dp dm —^*( \ ib dx H- \ h, dy 4- Z/& ds 4 -A//, ip) rfwt, 


* vb ~f b [ 


d dx 


dx 

4-V y 


(Ods 

+ Fri 

{ ày 


d dj\ /dd<r dds\ 


/ddr ddx 


àx ) 1 \ dx ^ d> 


f)]*' 


et les égalités ( 20 ) cl ( 26 ) nous donneront 


J) 

dt 


' f I [(H + v x )cos(/z a , x) - 4 - 
dz 

-+-[ r 3 cos(« a , æ) 4-(II 

+ [ 


T; cos(/z a , y) + Xy cos(n„, c)]o.r 

Vjr) cos ( n a , y) 4- r x cos(/z„, ~)]o>' 

T r COS(/i a , x) + X x COS ( fl a i y*) + (II + Vj)cos(« iJ , c)]os j dï,. 

Celte égalité, jointe à l’égalité ( 19 ), transforme l’égalité ( 18 ) en 


(27) 


X 


[( u 1 — il) dx 4- ( r' — «■) dy 4 - (u* f - ir) ds] dm — dt d& va 4- dt d T 5 a 


— dt Ç [(X c 4- \ tb ) dx 4- (\<4~ Y/t) dy 4- (Z <? 4- Z//,) os 4- (A* 4 - A/&) dp] r/wi 

W| [<H + v x)cos(/i € „ #) 4~~scos(// rt , y) 4- r r eos(/^, s)]*r 
4- [t 3 cos(/! a , x) 4- (H 4- v r ) cos(// a , y) 4- r* cos(/f rt> s)] dy 
4- [TyCOS(/*<,, a?) 4-T*C0S(/J a , y) 4- (n 4- V*) COS(// a) z)]dz | r/2 zrro. 

C’est l’égalité dont nous allons faire usage. 


§ 3. — Application de l’égalité précédente a une onde de choc. 

Considérons un fluide qui est le siège d’une onde de choc. 

A l’instant /, cette onde est en S (Jig. 4)J les points matériels qu’elle doit 
atteindre entre les instants t et ( t-\-dt ) sont, à l’instant t> compris entre la 
surface S et une surface X|, déjà considérée au § I ; ils forment une couche Cj, 
d’épaisseur dt . 

Au voisinage de la surface X, et du côté i par rapport à cette surface, menons 
une surface cr f dont la distance à la surface S, ait pour valeur e, dt } e t étant une 
quantité finie, qui varie d’une manière continue le long de la surface 2 | ; entre les 
D. it 
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deux surfaces S,, se trouvent, à l'instant /, des points matériels .qui forment 
une couche ÿ,. 

Au voisinage de la surface S et du côté 2 par rapport à cette surface, menons 
une surface <x 2 dont la distance à la surface S ait pour valeur e 2 dt, e> étant une 


«g- 4. 



cpiantité finie, qui varie d’une manière continue le long de la surface S; entre les 
deux surfaces a* 2 , S, se trouvent, à l’instant /, des points matériels qui forment 
une couche y 2 • 

Les points matériels qui, à rinstanl /, se trouvent au sein des couches Ym 
Y a vont composer la masse a, à laquelle nous allons appliquer Légalité (27). La 
surface désignée dans celte égalité par S se composera ici des deux surfaces <r,, o* 2 . 

Il est clair que, dans cette égalité (27), nous pouvons supprimer tout terme 
qui est un infiniment petit d’ordre supérieur à dti.v ou à dthy ou à di 82. 

Évaluons d’abord le terme 

J f K 11 *— (**'— r ) ty -t- (id — ii')às] dm. 

a 

Pour toute niasse dm prise soit dans la couche y,, soit dans la couche y?» l cs 
différences (//'— u) y (d —n), (m'— tv) sont des infiniment petits de l’ordre de 
dt\ la masse totale de ces deux couches étant cllc-mcmc un infiniment petit de 
l’ordre de dt y la considération des masses dm qui leur appartiennent fournit 
seulement au terme considéré un contingent de l’ordre de dt 2 ùx ou de dt 2 Zy ou 
de dt 2 Ss; on peut donc faire abstraction de ces niasses. 

Il n’en est pas de même des masses qui forment la couche C t . 

Prenons un point rn au sein de celle couche et projetons-Ie orthogonalemcnt 
en M sur la surface S. Au point /w, les différences (u *— //), (d — t»), — »») 

ont respectivement pour terme principal (w 2 —ttj), —(’i)> (<v 2 —n’i), ces 
dernières différences se rapportant au point AI; les quantités 8#, 8y, 8s ont 
respectivement pour terme principal les valeurs de 8#, 8y y 83 au point AI; enfin, 
si la masse dm, dont m est un point à l’instant /, occupe à cet instant un volume dxs, 
sa densité à ce même instant diffère infiniment peu de la valeur de p, au point AL 
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La quantité à calculera donc pour terme principal 


! h [("*—" 


, ) dx 4 - ( v t — i’i) dy 4~ ( <i'j — u», )dz]d&, 


la quantité sous le signe J ayant la valeur qu’elle prend au point M, projection 

orthogonale sur la surface S d’un point m du volume élémentaire dis. 

Dès lors, ori voit sans peine que l’on peut écrire, en négligeant les termes de 
I?ordre de dt % 3 #, dl à 3 j', dt* os y . 


(28) 


On a 


/ [(«' — u) dvT 4 - (t ,f — t») 5/ 4- (tv* — iu) 5s ] rf//i 
«• <« 

rf/ / [(*/* — W|) 5 # 4 - (r* — o,) 5 / 4 -(m*~- m,) 5 s]rfS. 
dl 5 x J a = dlj r ~ • 


Si l’on observe que la masse a, formée des couches y*> Ci> y- 2> est de l’ordre 
de rf/, on voit sans peine que le second membre est de l’ordre de dt 2 , ce qui per¬ 
met d'écrire 


( 29 ) 


^ 5 x tf q —• o • 


Une raison semblable permet d’ccrire 


( 3 o) dl J L(X,-b X/*) o.v + (Y,-i- Y,a) 5 / + (Z,+ Z,a) àz + (A« 4 - A») o>] dm = o. 


Proposons-nous enfin de calculer le terme 


( 3 i) .1 = 


di £{ [(II 4-v x )cos(// a , *r) 4- ~ z cos(// at y) 4 - r r cos(// a , z)] d.v 
4- [t- cos(/i a , r) 4 - (II 4- v r ) cos(// tl , r) 4- t* cos(// rt , $)] dy 
4~ [r y COs(/i (l9 a?) 4 - r x cos(// tl> /) 4- (H 4- y-) cos (/*<,, z)} dz \ dl. 


La surface 1 se composant ici des deux surfaces <7|, on peut écrire 
(32) J ~ J 1 4 - J j, 

J1, J* étant des termes, analogues a J, qui se rapportent respectivement aux sur¬ 
faces <7|, <r 2 . 

Lorsqu’un point tend vers le point M de la surface S en demeurant du côté 1 de 
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cette surface* les quantités 
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IL '*y% %J Zf tjr> Ty, T z 

ont pour limites respectives 

IL» Vjpj, Vyl) ^zi » T-cii Tsl* 

Lorsqu’un point tçnd vers le point M en demeurant du côté 2 de la surface S, 
les mêmes quantités ont pour limites respectives 

lli» v 4:*> %J yit Tyj, T-j. 


Considérons un élément jx, v* = */<7, de la surface <x,. 

L’aire de ccl élément a pour terme principal l’aire de l’élément Ml\ = t/S, 
projection orthogonale du premier sur la surface S. 

Les quantités Sx, Sy, Sz relatives au point p., sont respectivement égales, aux 
infiniment petits d’ordre supérieur prés, aux quantités Sx, Sy, Sz relatives au 
point M. Les termes principaux des quantités 

11 » Vjc> Vy* y :) r x> ~)9 

relatives au point jji, sont respectivement égaux aux quantités 
( 33 ) Iï»> v a-i» Vyi» '*zli 7 Jri » ~ylt T-, 


relatives au point M. 

lïnfin, la direction n a de la normale à la surface 7, issue du point ut, et dirigée 
vers l’intérieur de la masse a diffère infiniment peu de la direction jx,M. Suivant 
les notations posées au § I, la direction Mu, a pour cosinus directeurs a, jî, y. 
On a donc, en négligeant les infiniment petits, 


( 3 /j) cos (n a9 x)——</.9 cos(/*„,/) = —£, cos (n a} 3)~~y. 


Si’donc nous posons 


( 35 ) 


iPj., — (II, -\-'j xi )a 4- ô 4- 

®yt ~T zl a -h (IIi 4- ' J yi)fi 4 - “xi/S 

= v yl a 4- Txi$ -H (H, 4- v s ,)y f 


nous pourrons écrire 
( 36 ) J 


,=-rf/jT( «p. 


, àr 4- Uy, oy 4 - tf 3 , 83) 


Le calcul de J* sera conduit d’une manière analogue; seulement, dans ce calcul, 
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les quantités (33) devront être remplacées par les quantités 


(33 7»w) 


II*» V*„ V,„ V; 


i> ‘JTÎ* k -S» 


lin outre, la normale n a à la surface s*, issue du point u 2 et dirigée vers PInlé- 
rieur de la masse a } différera infiniment peu de la direction uuM ; les égalités (34) 
devront être remplacées par les égalités 


(34 bis) 


cos (n a , a?) = cos(/i a , y) = p, cos (/<<,, z) = y. 


Si donc nous posons 


(35 &i$) 


nous aurons 


(36 ôfs) 


^ar*— (llf-H Vjçj)« -4- T-Jp T)**/> 
Ç v , — T-1 « -H (II* -h Vjj ) p 4~ 7> 

ff.j “ Tjï a 4- T x jp -f- (Hj-t- v- s )y, 


J f^dt J ((P xi d.v 4- ® y i dy -h 9 zl dz)d&. 


lin vertu des égalités ( 28 ), ( 29 ), (3o), (3i), (3a), (3G), (36 bis), et après'sup¬ 
pression du facteur commun dt, l’égalité ( 27 ) devient 


(37) 


f { [(«1 — «I )pi'C > I 

4- [(r* — U|) 

4 - [(«',-=-ir, )p|tf t 


«Vi+«Vi1*r 

(T*, H- 5 > ] oz } JS 


— O, 


Notre effort va porter maintenant sur l’évaluation du terme d(Z vn * 


§ 4. 


De i.a viscosité ks uar om>k de choc. 


Les principes posés, en la première Partie de ces Recherches, louchant l’étude 
de la viscosité, ne sont plus applicables ici; ils supposent essentiellement que les 
quantités u } v f \v varient d’une manière continue d’un point à l’autre de la masse 
fluide; il n’en est plus ainsi dans le cas qui nous occupe en ce moment. Il nous 
faut donc, pour évaluer le terme dV va , introduire des hypothèses nouvelles lou¬ 
chant les actions de viscosité. 

Pour introduire ces hypothèses d’une façon à la fois logique et naturelle, nous 
allons considérer le cas ou la vitesse (u, «», <v) subit une variation brusque au 
travers d'une certaine surface comme la limite du cas où la vitesse varie très rapi¬ 
dement à l’intérieur d’une couche très mince. Ce dernier cas peut cire traité par 
les principes qui ont été posés en la première Partie de ces Recherches. 
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H 

Remplaçons donc la surface S par deux surfaces très voisines S', S f/ (Jig. 5); la 
surface S* étant du côté a par rapport à la surface S'. 

(Venons un point AI* sur la surface S"et projetons-le orlliogonalenicnl en AI' 
sur la surface S'; nous désignerons par a, y les cosinus directeurs de la direc- 


Flg. 5. 



tion Al*AI' et par h la longueur À1*AI'. Si m est un point de la ligne AI* AI', noirs 
désignerons par / la longueur lorsque ni se déplacera de Al* à Âl', l variera 

de o à h. 

Nous désignerons par u ,, tq, iv, les composantes de la vitesse au point AI' et 
par u 2i iVâ les composantes de la vitesse au point AI*. Si, laissant invariables 
ces quantités, nous faisons tendre h vers o, de telle sorte que la surface S* tende 
a s’appliquer sur la surface S', la disposition étudiée aura pour limite celle qiic 
nous avons examinée aux paragraphes précédents. 

Il est clair que, dans ces conditions, les quantités 

Ou Or d»r 
~ôl* Ôî* ~0Ï* 

calculées au point /ji, seront, en général, des quantités infiniment grandes de 
l’ordre de ~ * /Vous supposerons que, le long de la ligne Al' 7 AI', chacune des (rois 

quantités u , r, m, a un sens unique de variation; dans ccs conditions, les 
quanti 

Ou Oy Ou* 

Tl* Tl* ~oi 

auront, en tout point de la ligne AFAI', respectivement le même signe que 

"i— t’t — i’i> — 

Soit s une direction quelconque menée par le point //*, normalement à M'AI*; 
H nous est loisible de supposer que les quantités 

Ou Or 0u f 
Os* Os* Os 

ne croissent pas au delà de toute limite lorsque h tend vers o. 
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Dès lors, si nous écrivons seulement les termes qui sont, en général, infinis 

i 

comme 7 > nous aurons 
h 


(38) 


Ou 

Ou 

Où 

- i)u 

Ou 

Oit 

Ox 


Oy 

= ^0T 

Oz 


de 

de 

On 

„ Ov 

de 

On 

Ox 

= a oï> 

àÿ 


Oz 

= ‘'3T 

dm 

dm 

Ow 

0 On’ 

0 te 

du» 

Ox 

^“or 

Oy 

= ?0I’ 

Oz 

“ 7 dT 


Considérons loiis les éléments matériels qui, à un instant quelconque compris 
entre i et (/ + dt) y feront partie de la couche où les vitesses varient très rapide¬ 
ment d’un point à l’autre. A l'instant t y ils sont tous compris entre la surface S ?/ 
cl la surface 2, (Jig* 6). Du côte i de la surface S l} traçons la surface cr, h une dis¬ 






tance S| cli de la première; du côté 2 de la surface S^traçonsda sur la surface <r- 2 à 
une distance t 2 dl de cette surface S v . Appelons a la masse comprise entre <7, et <j 2 
cl calculons d& va ou plutôt la limite vers laquelle tend celte quantité lorsque h 
tend vers o. Notre objet étant d’expliciter l’égalité (3^), nous ne garderons dans 
ce calcul que les termes finis. 

Nous pouvons faire usage ici des principes touchant la viscosité posés en la 
première Partie de ces Recherches; nous aurons donc [l fC Partie, égalité (46)] 


( 39 ) 



+ v r 


Qoy 

ôy 



* 




+ 


à \ (dix- 

~or) + ’-\W 


*+* 



Soit P la conclic comprise entre les surfaces S ; cl S /; . Pour tout élément de 
volume dxn n’appartenant pas à la couche P, v v , v r , v* ont, ù l’instant /, 

des valeurs qui demeurent finies lorsque h tend vers o; d’autre part, le volume 
total occupé par ces éléments tend vers o lorsque h cl dt tendent vers o; nous 
pouvons donc négliger l’apport de ces éléments et raisonner comme si, dans 
l’cgalité.(3f)), Pintégralc s’étendait à la seule couche P. 



8G 
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Soit M'N' = <IS* (Jig* 7 ) wn élément de la surface S'. Par le contour de cet élé¬ 
ment, menons des normales N'ÏS V , ... à la surface S'; nous découpons 

dans la couche V un petit volume MWAPN*. 

Sur la normale APAP prenons deux points infiniment voisins m f \ m\ et soit dl 



la distance m* m'. Parles points m'\ m 1 menons des surfaces m u n v , m 9 n\ paral¬ 
lèles à la surface S'; dans le petit volume considéré, elles découpent un élément 

du5 = m t n t m*n*. 


En négligeant une quantité dont le rapport à dxa s’annule en même temps 
que//, on peut écrire 

dü5 = dldS'. 

Les valeurs de 


0 dx 
dx 5 


0 oy 0 àz 

~ôy } 


à 03 ô dy ô dx <) à z 

—7-î-r_" ) “7— ■+■ —■ y 

Oy 0 z Oz Ox 


<>*/ , 
Ox 


ddx 

•>y 5 


en un point de l’élément dvs y ont respectivement pour terme principal, lorsque h 
tend vers o, les valeurs des mêmes quantités au point AP. 

Si donc on pose 



formules qui déterminent les six quantités N*., N,-, N*, T x , T r , T t en chaque 
point M' de la surface S'; si Pon observe en outre que, lorsque h tend vers o, la 
surface S' tend à devenir la surface S, cl le point AP à devenir un point M de la 
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4 * 

surfaceS, on peut donner à la quantité d(s ¥a cette forme limite 

( / ") -f [ N * lêr + ^ + Ni 
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ly dôz 
àz 




ddy dis\ (ù 6s 


-*rj + T K^ H -^ 1 + T 




r/S. 


Dans celte formule (40 j les quantités N x , Ny, N*, T x , Ty, r lV sont remplacées 
par leurs valeurs limites pour h = o. 

A l’égard de ces valeurs limites, on peut faire des suppositions diverses, dont 
voici la première : 

Hypothèse A. — Les quantités 


* J xi v y> Vst ~ x > r yt T- 

ne croissent pas au delà de toute limite, lorsque les quantités 

du àv du» di’ du» div du du de 

è^r , dy* dl * ds . + dy ’ doc dz 7 dy d.r 

. * • # “ 4 

croissent au delà de toute limite . 

Cette hypothèse, jointe aux égalités (4o), montre que N x , Ny, N Zî T x , Ty, T £ 
tendent vers o lorsque A* tend vers o, en sorte que l’égalité (4*) devient sim¬ 
plement 

( 4 $l) diZy a - O. 

Cette hypothèse est assurément vérifiée si Ton suppose le fluide absolument 
dépourvu de viscosité; hors ce cas, elle est peu vraisemblable, cl la suivante 
parait plus naturelle : 

Hypothèse B, —^ Les égalités [I ré Partie, égalités (5i) et (5a)] 





o. 
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dont l’exactitude est admise lorsque les dérivées partielles de U, r, h*, ne sur¬ 
passent pas certaines limites t demeurent vraies lorsque ces dérivées croissent 
au delà de toute limite . 


Posons 


1 («I —«*).!« = 


fup, T) ~ dl, 


dl 


(//, — «») Mjr 




du 


jf P(P. T)~rf/, 


Mi) | (v, - v t )L y = T) j- t dl, - «-,) M v -=f\p(p, T)'£f dl, 

('«*, —«**)!-* = J Çldp>'ï)j[dl, (»',— n' t ) Mt — f p(p,T)^dl. 

Les quantités L x# L yi L Z} M x> M r , M* tendront vers des limites finies lorsque 
h tendra verso; ces limites dépendront, d'ailleurs, de la manière dont u\v^.v 
varient avec /. 

Nous savons que ~ a le signe de (tt| — u 2 ) j d’autre part, nous avons [l T * Partie, 
condition (62 ô/j)] 


L'égalité 


(«.-«,)Mx =jT p(p, T) 


nous donne donc la première des conditions 


(45) 


¥*>o, M r >o, M,>o 


Les deux autres sc démontrent d'une manière analogue. 

Les égalités (44) nous donnent 

(«, - «,)(Lx-mM x ) = jT [X(p, T) + ap(p, T)] dl. 

Mais nous avons [l r€ Partie, condition (65)] 

T) 2 fA(p, T) > o. 

Nous obtenons donc la première des conditions 


(46) 


L jt + îM x >o, 

hy +2M r >O t 
( Le 2 Mi o. 


Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
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l^s égalités (38), (4ô) et (4'i) nous donùùM lé$ vâléiiïs limites suivantes pour 

NV, N /f N„ Tx, T /f T, : 

/ NV=(Lx+aSI,)'(t#i’— tf t )a H-Me, — *’,)£ +L x («'ir»^)7» 

i N^-rr (L r + aMj ) (Cj — i*i)j3 -f- hi (»’i — % ^i) a jf kjtXw* w i) a » 

) Nfi = (L. + aM.)(<»*,— w>,)y + L,*(if t — Wi)# -t-L r (i’* — c,)p; 

(47) \ 

|T x =M^(v t — v t )y -f-—irOP, 

I T r — — n‘ 1 )«'hM,(i/ t -i! l )y > 

v T t = M ir (w 1 — i# l j^ + M > .(tV —«’!)«. 

Il suffit de reporter ces Valeurs dans l’égalité (4 1 ) pour obtenir l’expression de 
dÇ va qui correspond à l’hypothèse B. 

§8. — Cas ou un fluide visqueux ne peut propager une onde de choc. 

C’est de l’hypothèse B que nous allons, tout d’abord, Siiivré les conséquences; 
nous allons montrer que, dans cette hypothèse, aucune onde de choc ne peut se 
propager au sein d’iin fluide visqueux. 

Sur la surface S, faisons choix d’un système de coordonnées curvilignes ortho¬ 
gonales, 9 et 9 '; l'élément linéaire'*/*, tracé sur cette surface, sera donné par 
l’égalité 

(48) ds'= [0(0, d')] i dû'+ i&{è 9 6'))* dV\ 

* _ » 

La tangente à là ligné 0(Ô'= consi.), menée dans le sens où 0 est croissant, fait 

avec Ox } O y^ O z des angles dont les cosinus sont X, u, v. La tangente à la 
ligne 9 ' (9 = const.), menée dans le sens où 9' est croissant, fait avec O ai, Oy, O z 
des angles dont les cosinus sont )/, u', */. 

Un point m, infiniment voisin de la surface S (fig* 8 ), peut cire marqué par 



ses coordonnées a*, y } & \ mais il peut aussi être marqué par les coordonnées 9, 9 r 
de sa projection orthogonale M sur la surface S et par la longueur n de la pro¬ 
jetante M/n, comptée positivement lorsque la direction M/n va du côté,a au 

' « 

côté w 
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Supposons positives les deux fonctions 0(0, 0 # ), 0 '(O, O 1 ). Nous aurons 


(fa) 


/ 

i 

00 

=6* 

d0 

V 

l dx 

z e’ 

dy 

ds ~ 


) w _ 

)/ 

<W 



v' 

) dx ~ 


dy 

— 0( > 

dz 

~ ê' 

[ ûa .. 


dn 

/s' 

dn _ 


* dx 

= <*• 

dy 

= Pl 

ds 

= /• 


Soit / une grandeur qui a, au point m, une valeur déterminée. On petit l'exprimer 
soit en fonction dé x y y } z } soit en fonction de 0 , O 1 , h] et l’on a 

à/ _ df d9 df dV , df dn 


dx à9 dx dQ* dx *"*" dn dx* 

df ■_ Ü/M àjL<W dfôn 

dy d9 dy dO* dy dn dy * 

à/ _à/d0 àf<W_ 4/ dn 

dz d9 dz ùV dz dn dz x 


rb ~ 


ou bien, selon les égalités ( 4 g)) 


(5°) 


d/_ 

X df . 

V 

d/ 

<Xr 

'fldr 

6' 

<K/ 

d/_ 

_ '(* df 

F- 

d/ 

dy " 

~ & d0 + 

S’ 

</y 

d/_ 

_ v 1 

v' 

d/ 

dz 

“ Q dO + 

. t 

ë 

d0' 


df 

ci - — 

dn 

*àf 
P On 

df 

‘'dît 


On peut, clans ces formules (5o), remplacer/ par Bx, par oy ou par Bz, el trans 
former ainsi l’expression (4i) de cte va < Si nous posons 

J,= N*« + T, (3 4 T, •/, 

J y =T t <x + N r P + T x y,. 
j z =Tycc + T^ + Ky; 

i 


(5.) 


K* 

Ky 

K,: 

K 

Ky 

K 


0 (N x X -b T- f* -b T r v), 
^ (T, X 4- N, p + T*',/), 


4(T r X + T x p + N = v); 


e 

I 


^(N^+T.ft'+'iy/), 
g, (T,X'+N>'+'!>'), 
g»(T r >>+T,n' + 'N,v') f 
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l’cgalilé ( 4 . 1 ) deviendra 

" s ”=X( 


i K 


Oix 
* ~0n 

dix 


+ K> 


iir+i 

On 
Oiy 


+ 1 “'J- + J t ÎÈl 

> + On 


K 


à dz 


x 00 00 ^^ 00 

. ’ ; 

, ir* àix_ . w , <M*\ //w . 

+ K * + 00 r + K ’ OV ) ' h 

cl légalité (3^) prendra la forme 

( 3a ) f j [(«1 — «l) pi>?,■—fftn +■**,'] 

S + [(*’* — ù, ) p,'?, — Q yt 4 - S 1 ,,] iy 
+ [(»»’!—4-<P SI ] <3= 


J 

dix 

- ï 

Oiy 


On 

J y 

On 

K, 

d dx 

- K 

ddy 


09 

iv r 

09 

k; 

à dx 
09' 

-k; 

Oiy 

09' 


h 


K, 


àdz 

~dn 

d dz. 


z 00 

) dz 

w 


) 


— O. 


Celle égalité doit avoir lieu quelles que soient, dans tout le fluide, les quan 
tités ix 9 8 ^, 83 . 

Or on petit prendre, en tout point de la surface S, 


dx ~ 0 , 

partant 

ddx 

00 =°’ 

d dx 
09' 

« 

11 

0 

parlant 

ddy 

09 — °’ 

o iy 
09 T 

x 

• 

Ois 

Ois 

oz = 0 , 

parlant 

~W ~°> 

W 


= o, 


r ~ O, 


~T7r — O. 


Les quantités "“)i“ demeurent néanmoins arbitraires. L’égalité (5u) 


ddjr 


devant toujours avoir lieu, on voit que l’on doit avoir, quels que soient 


à dy ddz 
On * On 


/<■ 


Oix , T Oiy . Ois\ 

_r + j,_z +j ,_j 


rfS = o. 


Il revient au même de dire que l’on a, en tout point de la surface S, 

(53) J x ~ 0 , Jj = o, 


J, — o. 
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Si l’on lient compte des égalités ( 47 ) et (ai), ces égalités (53) dcviênncrtt 

(«, - «,) ((-t- + M^-t-y*)) 

4* (t’j — i‘i) ( fjy 4- i*'jj (f^4- M;)^y = o» 

(i't - <’,) [(L y + âMy)'^+‘ït;(-/* + 'a*)] 

-f* — fîS) (L* 4- M 5 )f3y 4- ( tf* — Wj) (L x -h M*)? 5 * ~°* 

»',) [(L 5 ~4- àM,) 7 , + M 3 («\+P*)] 

\ + (Ml — Ut) (L x + M x )y« + (»’,— l'i) (L/4- M,)y,3 = o. 

Pour interpréter ces égalités (54), prenons uh point quelconque M de la sur¬ 
face S. Prenons pour axe des s la direction n relative à ce point. Nous aurons 
alors, en ce point, 

a — o, (5 = o, y = 1 

et, en ce même point, les égalités (54) deviendront 

M x ( u t — «1 ) = o, 

M r (r, — f, ) = 0 , 

(L { +îM,)(iVj~ u’,) = o, 

ou bien, scion les inégalités (45) et (46), 

(55 ) m,— m, = o, c,—i’, = o, n',— iv,= o. 

Les égalités (3) et (3 bis) donnent alors 

\0,+%•>,= o, 


Pt~? 1 = 0. . 

Ni la densité, ni les composantes de la vitesse ne subissent de discontinuité au 

travers de la surface S. 

Nous arrivons donc au.théorème suivant : 

Si l’on regarde comme générales les expressions dès actions de viscosité 
reçues dans le cas où les dérivées partielles des composantes de la vitesse ne 
surpassent pas certaines limites, aucune onde de choc ne peut se propager 
dans un Jluide visqueux. 


et l'égalité ( 10 ) devient 


(56) 
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§ 6. — Cas oü une osde de choc peut se propager da.vs vx fluide* 


Suivons maintenant les conséquences de l’hypothèse À. 
Kn vertu de l’égalité (4 2 )> l’égalité ( 37 ) devient 



«l — Wj )pi' v ?i ^ 9x%-9 xl ] 


QX 


+ [( i ’« < Y)Pl'?l*~" ^jîT 9yi] fy 

4- [( iv t — h>| ) Pi “^i — 9 st -t- | rfS — 


o. 


Tour qu’elle ait lieu, quels que soient tx, ty, tz, il faut et il suffit que l’on ait, 
en tout point de la surface S, 

(57) — i-, ) = «>a— 

( Pl^tO^V —' ®il* 


Supposons, en particulier, que le fluide ne soit pas visqueux. Alors, selon les 
égalités (35), nous aurons 

58) ç*i=Hi«, Çv,=n,(3, «„=n l7> 


tandis que, selon les égalités (35 bis), nous aurons 

(58 bis). 9 yt =n t p, 9 u =ü t y. 

Les égalités ( 57 ) deviendront alors 

I pi^?i(t*i w i ) — (ü*—n,)«, 

(59) | — i*i ) = (n t —II,)(3, 

( pi'?t(»i'“«'i) = ( n *— n,)y. 

Dans le cas ou le fluide n’est pas visqueux, la vitesse u 2 , v 2} «•* s'obtient en 
composant, avec la vitesse u () v { , ip<, une vitesse normale à la surface S. 

Multiplions respectivement les égalités ( 57 ) par a, j3, y et ajontonsdes membre 
à membre, en observant que, selon les égalités (3) et (3 bis), 

(u% — tt|)cc+ (i» t — V f )P-H«•*—!*•,)/ = ^? lt 


tandis que, selon l’égalité 
(10) 


P»'?! “H Pi^t— O, 



on a 
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Nous trouvons 


(60) 


p» 

= ^ —p. )X°Î = (^, — >« -H (^, — *,‘,)P + ('«“«- 

pt 


Dans le cas où le fluide n’est pas visqueux, on peut écrire les égalités (58) 
et (58 ifs) et l’égalité précédente devient 


(60 


? (?, - p. )\*>î = ■f ^ - p. >*î = n, - il, • 

p* pt 


Celle relation a été donnée-par Rieniann (') dans le cas où la propagation de 
Tonde et le mouvement du fluide se font partout dans une même direction; elle a 
etc* généralisée par M. Jouguct ( 2 ). 


§ 7. — La relation supplémentaire. Cas des fluides bons conducteurs. 

Il ne paraît pas impossible, au premier abord, que la surface S, qui est surface 
de discontinuité pour la densité, la pression elles composantes de la vitesse, soit 
également une surface de discontinuité pour la température. Lorsqu’on s’approche 
d’un point M de la surface S en demeurant du côté i de la surface, la tempéra¬ 
ture tendrait vers une certaine limite T t ; lorsqu’on s’approche du même point en 
demeurant du côté 2 de la surface, la température tendrait vers une autre 
-limite IV , 

Pour examiner cette question, nous allons reprendre la considération de la 
couche de passage F, connue au § 4. Cette considération permettra de faire usage 
des principes établis dans la première Partie de ces recherches (Cliap. I, § G). 

dT " 

A l’intérieur de la couche F, la quantité doit être, en général, une quantité 

très grande de l’ordre de tandis que nous supposerons, comme il nous est loi- 

OT 

sihlc de le faire, que toutes les quantités telles que demeurent finies lorsque h 
tend vers o. 


(*) Rikmanx, Abhandlungcn der K. Gesellscha/t der Wissenschaften su Gôttingcn, 
Bil VIII; i8tîo. — Riemann's Wérke, p. i,{5. 

(*) IC. Jolcuet, Comptes rendus , t. CXXXll, p. O 73 ; 18 mars igoi. 
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K» dehors de la couche F, les quantités 


demeurent finies lorsque A 
dx dy oz * 


tend vers o. " 

La quantité de chaleur dégagée, en une modification réelle ou virtuelle, par un 
élément quelconque du fluide, est donnée par les égalités (83) et ( 84 ) de la pre¬ 
mière Partie de ces Recherches* On en conclut sans peine la proposition sui¬ 
vante,: 

Dans le temps dt y une partie quelconque du fluide dégage une quantité de cha¬ 
leur */Q donnée par la formule 


( 6 ,) = 



les dcii?c intégrations s’étendant à la partie du fluide que Ton considère* 

Nous allons appliquer cette égalité ( 62 ) à une niasse fluide déterminée de la 
manière suivante : 

Entre les deux surfaces S', S" 9 ), partant dans la couche F, traçons une 


Fig. 9- 



surface <r' parallèle à S'; du côté a par rapport à la surface S tf , et, partant, en 
dehors de la couche F, menons une autre surface parallèle a S'; supposons 
que la distance de la surface à la surface S' soit une longueur du même ordre 
qiic A. 

Sur la surface S', prenons une aire finie M ; N f =S r ; par les divers points du 
contour de cette aire, menons des normales à la surface S'; sur les surfaces </, 
S ff , V', ces normales découpent respectivement des aires uV, RPN*, p/V. 

C’est à la masse fluide que renferme, à l’instant /, le volume p/v'u"*/ que 
nous allons appliquer la formule ( 62 ). 

D. i3 



& 
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Celle formule va nous donner pour dQ une quantité infiniment petite de 
Tordre de dl. 

_ Eu premier lieu, en effet, la niasse à laquelle s'étend la première intégrale, le 

volume auquel s’étend la seconde sont infiniment petits de Tordre de dl. 

, . . ’• ■ < 

En second lieu, en la première intégrale, la quantité sotis le signe J est finie 
on tout point de la niasse en lotit point de la massé t uVM r N* elle est, 

par les quantités très grande de l’ordre de 

Enfin, en la seconde intégrale, la quantité sous le signé J* a une valeur finie en 

(ont point du volume en tout point du volume uVM*N* les quantités 

Vr, T, , y*, 'zy, x z demeurent finies lorsque h tend vers o; cela résulte de l'hy¬ 
pothèse À dont, en ce moment, nous suivons les conséquences; mais les quan¬ 
tités ••• sont, en général, infiniment grandes de l’ordre de jj et il en est 

ijtJO il 

de même de la quantité sous le signe J ** . 

On voit donc que dQ est le produit de dl par une quantité qui ne croît pas au 
delà de toute limiLe lorsque A tend vers o. 

D’autre part, désignons par fi la surface qui entoure le volume uVû**/, parr/Ü 
un élément de celte surface, par N la normale à l’élément <r/fi vers 1*extérieur de 
celte surface fermée, par K le coefficient de conductibilité en un point de l’élé¬ 
ment dQ. Nous aurons 


(63) 


'' Q =- rf, X K ra 


(19.. 


a une valeur finie en tout point de la surface u* 4 /, qui est en entier à l’cxtc- 
ON 

rieur de la couche T. 

Donc, au second membre de l’égal ité (63), la partie jj/V 7 de la surface fi four¬ 
nit, si K. n’esl pas nul, un contingent qui est de l’ordre de dt. 

a encore une valeur finie en tous les points de la surface latérale p/p" 4 / 4 /; 


dT 

ON 


cela va de soi pour les parties de cette surface qui sont en deliors de la couche T; 
cela est encore vrai pour les parties de celte surface qui sont â l’intérieur de la 


couche T, car alors — est une des quantités — dont rions avons admis quelles 
’ dN 1 Os 1 

demeurent finies lorsque h tend vers o. La considération de la partie latérale 

|VtTW' de la surface fi fournit donc au second membre de l’égalité (63) un tèrinc 

de l’ordre de Jidt , infiniment petit par rapport au précédent. 

Nous voyons donc que, dQ devant être une quantité de l’ordre dé dt\ Tinté- 


dl 
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grale 


/ 


K — </<> 
OS ' 


devrait demeurer finie lorsque // tend vers o. 

Or, si K n’est pas nul, il n’en petit être ainsi, en général, car, le long de la 
surface jaV, on a 

àT _ dî 

dN ~ dt f 

^'ji ^ 

en sorte que ^ est une quantité infiniment grande de l’ordre de 

Nous sommes amenés ainsi à la proposition suivante : 

... 

Si le coefficient de conductibilité d 9 un fluide n’c&l pas nul, une onde de 
choc ne peut, au sein de ce fluide, être une surface de discontinuité pour la 
température. 

On a donc; en tout point de la surface S et à tout instant, 


(04 y 


T — 'I' 

l i — l 


Appliquons les résultats que nous venons d’obtenir à l’exemple que définissent 
les conditions suivantes : 

0 

i° Le fluide est bon conducteur et dépourvu de viscosité; 

» c Les actions tant intérieures qu’extérieures sont newtoniennes (•), c’est- 
à-dire que l’on a * 


(65) 


A c -— o, A in — o * A h, — o. 


Supposons que l’on se donne en un point M, censé appartenant à une onde de 
choc : 

i° Les éléments du mouvement i, c’est-à-dire les quantités 
• «u <’i, «», f>i, H,. T„ 

les trois dernières liées par la relation 


( 66 ) 


II ^CCpnT,) 

■ pi ûp, - ’ 


qui résulte des relations ( 22 ) et (65); 


(*) Pour l’origine de ce mot, voir Le potentiel thermodynamique et la pression hydro¬ 
statique (Annales de l'Ecole Normale supérieure, y série, t. X, p. 21 G; 189‘J). 
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La direction (â, Jî, y) la normale à l'onde de choc et la valeur 0I> de la 
vitesse de propagation de cette onde. 

Nous allons voir qu’au point M ou peut déterminer tous les éléments du mou¬ 
vement ü, c’est-à-dire les quantités 

uu iV it Pu H*» /l'i» 

les trois dernières étant liées par la relation 


(06 bis) 
L’égalité 

m 


n, 


Pi 


,à K(pM 

d?t 


“O, 


T, " Tj 


nous fait d’abord connaître 'l\ et transforme l’égalité (66 bis) eu 


(00 1er) 


L’égalité 


(3) 


U * -°* 




détermine N 0 ,. 
L’égalité 

( 6 .) 


&(!!,-Il,) 

P* - Pi 




que l’égalité (66 ter ) transforme en 


(67) 


,3 jjj _ 0 jj 

ZJK 1 

P»—Pi 


= Pt 


fait alors connaître ûj‘, l’égalité (66 ter ) détermine ensuite IIj. 
Enfin, les égalités 


(59) 


il.-H, 

«, = H, -h -■■■■- • 

Pi v, 

. H»— U,' * 

e, — ^t-», 

pi v i 

II,— II, 

‘*="■'+-7^-7 


déterminent »' a , et achèvent la solution du problème. 
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§ 8 . —.La relation supplémentaire. Cas des fluides mauvais conducteurs. 

Nous allons maintenant supposer le fluide dénué de conductibilité, cas auquel 
la quantité de chaleur dégagée dans le temps dl par Une partie quelconque du 
fluide est égale à o. 

Pour'établir la relation supplémentaire qu’il convient, dans ce cas, d’écrire en 
tout point d’iine onde de choc, nous allons, tout d’abord, mettre sous une forme 
particulière l’expression de la quantité de chaleur que dégage, dans le temps d (, 
une partie du fluide au sein de laquelle les éléments du mouvement ne présentent 
aucune discontinuité. 

Appelons b cette partie, a le reste du fluide, Q la surface qui limite la partie b } 
//,* la normale à la surface Q vers l’intérieur de la partie b . 

La quantité de chaleur c/Q sera donnée par l’égalité ( 62 ), où les intégrations 
s’étendent à la partie b du fluide. En faisant usage des notations que définissent 
les égalités (^ 4 ) et ( 20 ), cette égalité peut s’écrire 


(G8) 


E dQ = 


— dix (^« + q y v -h dm 

dit 

— dl f (p*u+p y v+p z iv)€lfl. 

J Q 


Mais les égalités ( 21 ) donnent 


(° 9 ) — / (qxtt + 9yV + W)dn 

db 

— ( /x " +• /y i* 4- i z «’) dm 

do 

4- J* [( XiO -+• Xfa 4- X e ) U 4- ( y (6 + y fa ~T- V<r) V "h ( ^iO ~\r 7j{ a 4~ 7'c) **♦] dm 

-i(g- 


t?II ou \ , 

+ T- t’ + -r-t^ )«ro. 

0y dz J 


D’ailleurs 


( 70 ) — J (y«K -+- ‘/ y »■ + /»«•) dm = —J' (it 


du dv 


dw\ 
dl ) 


dm 


u* 4 - i»* -h O’* 


dm 


2 



100 

■ # 

cl 

( 7') 


l*. OflU‘M. 


r/Oii dll <)II \. 

- I I -p- h 4 - -p- r + T" ) dm 

J b \à.v Oy Oz J 

-hj'nill COS (/if, &) -f- *»cos(/î/ f y) -î- iv cos(/j/, z)] (lii, 


L’égalité bien connue 

dp 

dt 

jointe à l’égalité ( 22 ), donne 


(du dv . dw\ 
ôy dzj 


(TA) X H (ë + % + 

Si l’on définit les quantités P*, P^i P z par les égalités ( 23 ), les égalités (68), 
( 6 9)> (7°)> (7«) el (7 a ) 


(73) 


H f/Q = dt 


f <P*« 


+ P y i* + I» s « , )d» 


— dt 


d C -t* c* -f- « 


X 


./ 6 2 


t— dm 


-h dt 


-H dt jT u + Y, »■-+-'/* «v+A< ^fl^jdm 
-h dt J' (X/„ « 4 - v, (’ 4- Z/„ ir 4 - Af a ( ~^dm 


4- rf* J (\ib <• 4- Y/* »> 4 - Z/a fi* 4- A/a <//«. 


D’autre pari, si l’on pose 

(74) 


Etj(p,T) = Ç(p,T)-T^M, 


on aura 


■/ • 
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Knfin, on sait que Ton a 

Jf // + Y* »• 4- Z< iv 4 - A* ~^d7/i = 


loi 


(76) 


X( x, *“ 

X( x ““ +V 


Y/ rt i* - 4 - // a h* 4- 


ib ^ + //6 H' 4 ~ À 


ib 


§■ 

«w 

Il . 

1 

d 

dt ' 

/ V, dm, 

'b 

1 

■Il 

«M 

îïï 

d 

dt , 

f \i a dm, 
'b 


1 d 

2 dt , 

f W(b dm. 
Jb 


Les égaillés (? 3 ), (74)) (7$), (76) donnent alors 


(77) ÈrfQ dt f (V x u 4- IV + P *«0 

«/Q 




dlj j^Eï)(p, T) h- + V,+ V, fl + }Y /6 J tfwi 


Celte égaillé peut encore se mettre sous une forme un peu différente* 

Si/est, à l'instant t\ la valeur d’une certaine grandeur en un point de la masse 
élémentaire dm, nous désignerons par / 7 la valeur, à l’instant (t + dt), de la 
même grandeur en un point de la même masse. L’égalité (77) pourra alors s’écrire 


(78) EdQ=zdl f {Vxtt + VyV -h P z iv)dÇl 

u* 4 - i'* 4 ~ m* 


-l-jf[ Iîr,(p,T) 


4 - 


+ VrhV /fl +}V 


ib 


- e Ti (p', T') - " YlH ~ - 1 - v;- V' fa -1 V' /6 


rf/ 71 . 


Celle expression est établie dans l’hypothèse où, au voisinage du temps t, les 
divers éléments du mouvement varient d’une manière continue pour chacune des 
masses dm qui composent la partie b. 

Nous allons maintenant supposer que cette expression demeure exacte 
pour le cas où, à'Vinstant t, la partie b est le siège d'une onde de choc S qui 
peut rencontrer la surface Q. D’ailleurs, on peut, si l’on veut, considérer cette 
proposition non comme une hypothèse, mais comme la définition de la quantité 
de chaleur dégagée, dans le temps dt, par une telle partie du fluide. 

Toutefois, pour qu’une semblable définition soit admissible, il faut que le sens 
des termes qui figurent au second membre de l’égalité (78) soit précis; il ne sau¬ 
rait à cet égard y avoir de doute pour le second; mais il n’en est pas de même 
du premier, car les quantités P X} Py, P, n’oht aucun sens aux divers points de 
l'intersection des surfaces S et 0 . Nous conviendrons que ce terme doit être cal- 
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cillé comme si les quantités P.*» P,-, P* prenaient aux divers points de celte ligne 
des valeurs finies, valeurs qu’il est, dès lors, inutile de connaître» 

C’est, d'ailleurs, à cette convention que nous serions conduits si, comme nous 
l’avons fait à diverses reprises, nous regardions l’onde de choc comme la limite 
d’une couche de passage d’épaisseur très petite /i au sein de laquelle les éléments 
du mouvement varient d'une manière continue, mais très rapide; si l’on admet 
en outre l’hypothèse A, ce qui est nécessaire pour qu’une onde de choc puisse se. 
propager, on sait que les valeurs de P x , P r , P* à l’intérieur de la couche ne 
croissent pas au delà de toute limite lorsque l’épaisseur h de cette couche tend 
vers o. . 

Ces préliminaires posés, l’hypothèse, ou mieux la définition qu’exprime l’éga¬ 
lité (78) va être appliquée à une masse b déterminée de la manière suivante : 

Reprenons les surfaces S, S,, «r,, cr*, qui ont été définies au § 3 . Sur la surface S 
prenons (fig. 10) une aire MN = A; par les divers points du contour de cette 


Fig. 10. 



aire, élevons des normales à la surface S; sur les surfaces o , i ) ><y2, clics 
découpent des aires qui sont respectivement.wm, piVj, p. 2 v 2 . La surface pîpV'i 
sera, ici, la surface Q; la masse fluide qii’elle contient u l’instant t sera la masse b } 
composée de trois parties : la partie yu comprise entre les surfaces <r lf S*; la 
partie C<, comprise entre les surfaces S*, S; la partie Y‘2, comprise entre les sur¬ 
faces S, ^2• 

Dans le calcul du second membre de l’égalité (78), nous négligerons les infini¬ 
ment petits d’ordre supérieur à dt . 

La surface Q se compose de l’aire jjljVi, de l’aire enfin de l’aire laté¬ 

rale pi paV|Vi; cette dernière est de l’ordre de dt et comme P*, Pj, P 5 y ont, en 
tout point, une valeur finie, elle fournit à l’intégrale 



u 4 - P } v -h P 5 tr) (Kl 
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un contingent de Tordre de dt cl à Ee/Q un.contingcnt négligeable de l’ordre 
de </* 2 . Il nous suffit donc de considérer les deux parties de cette intégrale qui se 
rapportent respectivement à l’aire t u,V| et à Paire 

lin Paire U|V, t nous avons, aiix quantités prés de Tordre de dt, 

COS(/l/, A') — y rf COS(/// f j ) = — fi, ( COS ll h z) ~ — y. 

Si l’on lient compte des égalités ( 23 ), (avf) et ( 35 ), on voit que Ton a, en termes 
finis, 

P* = »V=- «V„ 

et qu’en s’en tenant aux termes finis le contingent apporté à notre intégrale par 
Paire ;jL|V, est 


"A 


lin Paire u 2 v 2 on a, en négligeant les infiniment petits de Tordre de dt y 
eqs(/*f, cc)z=z a, cos(///, y) =■ { 3 , cos(/i/, s) = */• 

Les égalités (s 3 ), (24) et (35 6/5) donnent, en n’écrivant que les termes finis, 


\'—9 


XU 




cl l’aire p. 2 v 2 fouroil à noire intégrale le contingent suivant : 


J \ ' K * "î + <A Vi »’î + ‘»’j ) r/S. 


On a donc, en se bornant aux termes de l’ordre de dl, 


(59) 


4- P-»’)d.Q 


f (!*,« +IV’ 

j ( Vî «1 4- ‘Vc 2 4 - <P ;S ti>j — (P x , //, — ‘V r, — 9 ,, tv, ) 


r/S 


La masse b sc compose des trois parties que nous avons désignées pary t , y*, tu* 
Les masses élémentaires qui forment la partie y, sont du côté 1 de Ponde de 
choc aussi bien à l’instant (/ + dl) qu’à l’instant /; pour ces masses, la diflcrcnco 

qui, dans l’égalité (78), figure sous le signe J *est assurément de Tordre de dl, cl 

comme la masse yj tout entière est, clic aussi, de l’ordre de dt , cette masse four¬ 
nit a l’intégrale / un contingent de l’ordre de dt 2 , partant négligeable; il en est 

Jb 

1). i/j 
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ïo/j 


de même de la masse y*,en sorte que nous pouvons supposer notre intégrale 
étendue non à la niasse b i mais à la masse C|. 

Selon les hypothèses faites sur les fonctions V, chacune de ces fonctions est 
infinimeni petite lorsqu’elle provient tPun volume infiniment petit, et cela même 
lorsque le point auquel elle se rapporte appartient à ce volume. Les deux fonc¬ 
tions Va,, tendent donc vers o ayee dt. Parlant, la quantité 




ib — V/ô) dm 


est infiniment petite par rapport à dt y cl il est loisible de rajouter à'l’intégrale 
que nous voulons évaluer. Si donc nous posons 


(80) 


[ V = V,+ Y/«+Vi6, 

I v # = v;+v; lè 4-vj 4 . 


i intégrale à évaluer pourra s’écrire 


(Si) £[Er>«»T) + - 


* 4 . J- -4- ç 1 * -4- (t/* 

+ 4-V — En(p , T 7 ) — —^ 


2 


2 


~ V'j fAn. 


Prenons sur Paire A ( Jîg . 11) un élément GH = c/S. Par le contour de cet élé¬ 
ment, élevons à la surface S des normales qui découpent sur la surface X* Pélé- 


Fïg. 11. 


x. 



ment g h , Dans le volume GH$ 7 j découpons un élément OX W par deux surfaces 
OX, O'X', parallèles à la surface S, cl menées à des distances GO = l, G 0 ' = l -P cil 
de cette surface. Prenons pour masse dm la niasse qui, à Pinstanl l , remplit le 
volume 0 X 0 ')/. A Pinstanl /, celle masse est du côté 1 de la surface S; sa densité 
diffère infiniment peu de la densité limite relative au point G, cl la valeur 
principale de dm est 

dm —pj rfS dl. 
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A l’inslant t t cette niasse étant du côté 1 de l’onde de choc, on a, aux infiniment 
petits près, 


, , r , , U* + I ’ 1 +U>* „ . ,i. v . 

Krj(p, 1 )h -—-- + V = hrj(p,, 1,) + 


«ï-t- «’î-t- u’î 


+ V 


It 


les termes du second membre se rapportant au point G cl à l’instant /. 

A l’instant (t 4~ <ll) } la môme masse est du côté 2 de l’onde de choc; on peut 
donc écrire de môme 


Er,(p', T') 4 - 


// 


•i 


4 - l ,f * 4 - m'* 


4-V':=Er,(p i> T J )4- 


u 


ii*: 


2 


4 -V 


i* 


les termes du second membre se rapportant encore au point G et à l’inslant /. 
Notre masse dm fournit donc à l’intégrale (81) le terme 


p, Er,(p 1> T 1 ) 4 --^ 


2 


:+“J + V,- KMp„ T.) - " i+, ' !+, " ! - V ,1 


«î 4 - i’î 4 ~ w % 


# j dS dl . 


Pour avoir le contingent que le volume GH gh apporte à l’intégrale (81), il 
suffit d’intégrer l’expression précédente par rapport à /, depuis l—o jusqu’à 
/ = G g = \ 9 | dt } ce qui donne 

p, V>, [k Mp t , T,) -t- + V,- E r,(o„ Tj) - - \%] rfS dl. 


* • ^ 
(/intégrale (81) devient 


dlf T,) + -h v,- Er,(p„ T s ) - 


Itl 4 -*« , ï 4 - H 


A 


- Vjj d*. 


Ce résultat, joint à l’égalité (79), donne la forme suivante à l’égalité (78) 

(82) E dl) = | pt ^1 1 E /; (pu T,) 4 --- - -- 4 - V|J — Wjti a i — ^Yi 4 ’i ^Yi u # i 

— j^E ri(pj, T*) 4 ——— J ^ 4 - V,] -t- ( ^Yî«i 4 - { £y± r * 4 - tf;,!**! 


Si le milieu est mauvais conducteur, celte quantité doit être égale à o, quelle que 
soit l’aire A choisie sur la surface S ; pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que 
l’on ait, en tout point de la surface S, - 



u] 4- v] 4 - %v\ 

2. 




( 83 ) 
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Toile est la condition supplémentaire qui remplace, dans le cas des fluides mau¬ 
vais conducteurs de la chaleur, la relation ((>4) relative aux fluides bons con¬ 
ducteurs. 

On peut, en la combinant avec les relations déjà trouvées, lui donner une 
antre forme. 


Les égalités 



( " 1 ) — 

, 4 i - 

- «X,. 

(37) 

11 

N» 

1 

*4 

«t 

«M 

<£ 

O'v,- 



( piK\(tVt— «*’i) = 

- (P S „ 


respectivement multipliées par 
membre, donnent 


+ ti’t + tri 


2 


et ajoutées membre à 


p + îf l+ w l "î+ 

«xi 


(«*+W|) 




a 


L'égalité (83) devient alors 

PiV.tÊMp,, T,)-+ V,- Er)( P i, T,) - V t ] 


«viH- .. \ «51 


2 


■(*/»-«i) + ri )-h 


a 


( m,— u 1 , ) 


ou bien, en vertu des égalités ( 57 ), 

<P J - 4 - <P f - 4 - <P S — <P* 

PÎ^Î[Er,(p 5 , T.) + V*— E- 0 (pn T t ) ^ V.] = *_*»^ 

A 

K * 

Si Pon remplace >P* par la valeur, tirée de Légalité (Go), 





-7^—r[(‘JPxi- «„)« + (%*- *ri)? + (=1 — 

pi\p* — pl) 


l'égalité précédente devient 



[Ev)(ô|> T,) -h V,- K n(p t , T,) - Y,] 

P* pi • 

“ ( Ifttt ~ -+• ( U',-* - UV, )£+( «T,, - U’ 31 )y ’ 


C'est la forme que nous voulions obtenir. 

Si le fluide est dénué de viscosité, les égalités (35) et (35 Ois) transforment 
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l’égalité (84) en 


H,+ 11* 


( 85 ) [ VM?u T.) + Vf— K rj (p„ T, ) - V, ] = - 

Pt - Pl 

Si, en outre, les aciions auxquelles les éléments Huidcs sont soumis sont 
newtoniennes, la discontinuité de densité qui se produit le long de la surface S 
trcnlraîncra aucune discontinuité pour la fonction'V; on aura 


V. = Y, 


et l’égalité ( 85 ) deviendra 


( 86 ) 


[r,{p„ Tj) — o(p,,T,)] = 


H, + Ü, 


Pi ~ Pl 


2 


Cette formule avait été établie par Hugoniot (*) dans. Phypolhèsc où Ponde de 
choc était plane; elle a clé généralisée par M. E. Joüguet ( 2 ). 

Bornons-nous à ce cas d’un fluide dénué de viscosité et soumis 11 des aciions 
newtoniennes. Supposons qu’au point M, où une onde de choc est censée passer 
à l’instant /, on connaisse : 

i° Les éléments du mouvement 1, savoir les quantités 

Vit u,, f>„ Hf« T„ 

les trois dernières étant liées par la relation 


( 66 ) 


n 0 . <H( P „t,) 

1 p ‘ oit ~ ’ 


2 0 Les cosinus directeurs a, jî, y de la normale à Ponde de choc et la vitesse ÔL 
de propagation de celle onde. 

Montrons qu’au point M, les éléments du mouvement 2 sont déterminés. 
L’égalité 


( 3 ) 

détermine *<>*. 


= DC» — (au, + (3 e, + yu»,) 


(*) Hugoniot, Mémoire sur la propagation du mouvement dans tes corps et spéciale¬ 
ment dans les gas parfaits . II e Partie, Chap. V : Sur tes discontinuités qui se mani¬ 
festent dans la propagation du mouvement. III. Cas où la relation entre la pression 
et la densité dépend des transformations subies par le corps (Journal de l'ücote Poly¬ 
technique, LVHP Cahier, p. 80; 1889). — Voir aussi Yikim.e, Étude sur le rôle des dis¬ 
continuités dans les phénomènes de propagation (Mémorial des Poudres et Salpêtres . 

I.x, p. 177). 

(*) K. Jouguet, Comptes rendus, t. CXXXIi, p. 673; 18 mars 1901. 



toB 


I*. DUIIF.M. 


Les égalités 
(00 bis) 

(Ci) 


„ rji àï( ?i ,T 

H, p, —— 


P»(n,-n,) 

pt~ pr 



et i’égalilc (8G) déterminent p 2> . H 2t T 2 ; alors les égalités (09) déterminent 
// 2) r 2 , iv 2 . 


§ 9 . — Des surfaces le lono desquelles deux masses fluides 

«LISSENT l’une SUR L*AUTr«E. 

Les considérations qui ont été développées dans les paragraphes précédents 
louchant les ondes de choc impliquent, comme cas particulier, l’élude des sur¬ 
faces le long desquelles deux masses fluides glissent l’une sur l’autre. 

Pour déduite des propositions précédentes célles qui sont relatives à ce cas, il 
est nécessaire et suffisant d’introduire, dans les égalités obtenues, les conditions 

Dès lors/ les résultats obtenus au § 5 nous permettent d’énoncer la proposition 
suivante : 

En un fluide visqueux où l'on regarde tes relations (43) comme enlière- 
meni générales (Hypothèse B), il ne peut subsister aucune surface le long de 
laquelle deux couches liquides glissent U une sur Vautre . 

Il faut toutefois excepter le cas où l’on aurait 

// 2 — ,7, ~ O, F, —!>, =0, il’j — il*| “ o, 

c’est-à-dire le cas où les deux couches inégalement denses et peut-être, si le 
fluide est mauvais conducteur, inégalement chaudes, au lieu de glisser l'une 
sur Vautre, adhèrent l'une à Vautre . 

Dans ce cas, les égalités (47)> qui découlent de l’hypothèse B, transportées 
dans l'égalité (4t), n0lls donnent l’égalité 

(fa) <l&va = O, . 

tout comme si nous avions suivi "hypothèse A. 

Ce cas sera traité ultérieurement d’une manière spéciale {voir § 11). 

Si nous suivons I’Hypotuèse A, nous aurons à faire usage des résultats énoncés 
au § 0 et aux paragraphes suivants. 
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Les égalités (57), où nous devrons faire *?, = o, nous donneront 

(87) ^ ==<*,,, « 5t = (P 3l . 

4« pression dont 

Îï = (ll + V x )«+T : p+T y 7 , 

(88) 5y -l- (Il -t- Vy) P -4-1>‘/> 

( P = = T r a + T* P + (II 4- V.) 7 

son* /es composantes, varie d'une manière continue lorsqu'on traverse la sur¬ 
face le long de laquelle deux masses fluides glissent l'une sur l'autre . 

L’égalité (Gô) devient alors une identité. 

Les considérations développées au § 7 gardent leur valeur, en sorte que, si le 
fluide est bon conducteur, la température varie d'une manière continue lors¬ 
qu'on traverse une surface de glissement. 

Si le fluide est mauvais conducteur, on devra encore écrire la relation ( 83 ),, 
mais en y faisant ■*?, =0. Celte relation, où ne figurent plus T f , T 2 , ne nous 
enseigne rien touchant ces quantités, en sorte qu 'en un fluide mauvais conduc¬ 
teur la température peut éprouver une discontinuité quelconque lorsqu'on 
traverse une surface de glissement. 

Mais l’égalité ( 83 ) devient, en tenant compte des égalités (88), 

(89) 9 X ( u t — uy) + OyO’i — f’i) -f- (t\(n*j — * i’,) = o. 

En un fluide mauvais conducteur, la pression dont ( P Xî ( P Z sont les com¬ 
posantes est normale, en chaque point d'une surface de glissement, à la 
vitesse relative 

(90) ü = */, — «„ V = r, —i 1 ,, W = »i’ t 

des deux masses fluides qui glissent l'une sur l'autie. 

Considérons, en particulier, les fluides non visqueux pour lesquels l'hypo¬ 
thèse A est sûrement exacte. 

Pour ces fluides, les égalités (87) se réduisent à 

(91) II, = 11 ,. 

Si deux Masses a'un fluide non visqueux glissent l'une sur l'autre, la 
pression ne subit aucune variation brusque lorsque l'on traverse la surface 
de glissement . 
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Dans le cas ou le fluide n*est pas conducteur, la température peut éprouver 
une discontinuité quelconque au travers de cette surface; mais, si le fluide 
est bon conducteur, la température varie d'une manière continue au travers 
de cette surface . 

Tenons-nous à ce dernier castel supposons’en outre que le fluide soit soumis 
à des actions newtoniennes. Nous aurons, de part et d’autre de la surface de 
glissement, à écrire les égalités 


(GG) 


(66 bis) 


H, 


H* 


'* dp» 

dp.t " 


rrro, 


O. 


Mais comme nous avons dejaj en tout point de la surface de glissement, 


[(9«) et (G'O] 


= T t = T f , 


les égalités (66) cl (66 bis) nous donneront 


( 9 2 ) 


pi — pi- 


lin un fluide non visqueux, bon conducteur de la chaleur et soumis a des 
actions newtoniennes, la densité varie d'une manière continue au travers 
d'une surface de glissement. 

En résumé, au sein d’un fluide non visqueux, le mouvement peut être discon¬ 
tinu le long de certaines surfaces et, dans l’étude de ces surfaces, deux cas sont à 
distinguer. 

Le premier cas est celui des ondes de choc . Dans cc cas, la vitesse relative U, 
V, W [égalités (90)] des deux masses fluides en contact le long de la surface de 
discontinuité est, à chaque instant, normale à celle surface, en sorte que l’on peut 
dire que la discontinuité est longitudinale; la pression varie d’une manière 
discontinue au travers de l’onde; celle-ci ne sépare pas sans cesse les deux mêmes 
masses fluides; d’un instant 5 l’autre, elle se propage de certaines parties maté¬ 
rielles à d’autres, cl la vitesse de cette propagation dépend, en vertu des éga¬ 
lités ( 3 ), (3 bis)) (10) et (61), des deux relations équivalentes 


( DL — (««, -h (3t-, -h /"-,)= i/É! H? - 

1 VP t fr — pt 

/ 

ÙL — (a//, -t -(5 r, -+- y n*,) = l A 1 ~ 7 T~~T 

V P» P» — P» 


(93) 
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Le second cas est celui des surfaces de glissement . Dans ce cas, en vertu des 
égalités ( 3 ), (3 bis), (8) et (90), la vitesse relative U, V, W vérifie Tégalité 

U a H- V £ -h \Y y = o. 

Elle est, à chaque instant, tangente à la surface de discontinuité; on peut donc 
dire que la discontinuité est transversale. La pression varie d’une manière con¬ 
tinue au travers d’une semblable surface. Enfin, cette surface sépare sans cesse les 
deux mêmes masses fluides. 

Ces propositions offrent deremarquables analogies avec celles que nous démon¬ 
trerons plus loin touchant la propagation des ondes d’un ordre quelconque dans 
les fluides non visqueux ( voir Chap. IV). 


§ 10. — Les SURFACES OE discontinuité dans les fluides incompressibles. 

Nous avons traité jusqu’ici des fluides compressibles; mais les considérations 
purement cinématiques dû § 1 s’appliquent aussi aux fluides incompressibles. On 
doit seulement, dans ce cas, écrire sans cesse 


pi — pu 

en sorte que l’égalité (fô) devient 

Vj -+* — 0 


ou bien, selon les égalités ( 3 ) et (3 bis ), 

(«,— «,) a (i>* — i-, ) p - 4 - (m, — ii' â ) y = o. 

Cette égalité entraîne la conséquence suivante : 

Les seules surfaces de discontinuité que puisse présenter un fluide incom¬ 
pressible sont des surfaces de glissement. 

D’ailleurs, la plupart des considérations qui précèdent peuvent être répétées au 
sujet des fluides incompressibles, à la seulè condition de remplacer la fonction 
Ç(p, T) par une simple fonction de T, On peut donc, pour les surfaces de glisse¬ 
ment des fluides incompressibles, maintenir ce qui a été dit au paragraphe pré¬ 
cédent. 
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§ il. — Des surfaces de discontinuité le long desquelles deux masses 

FLUIDES ADHERENT L’UNE A LOUTRE. 

Dans tout ce qui précède, nous avons implicitement supposé que P on n’avait 
pas à la fois les trois égalités 

«1’="*» <'i = i’u i»*» = if, ; 

en d’autres termes, nous avons supposé que la surface S était, pour les compo¬ 
santes de la vitesse, une surface de discontinuité. Toutefois, au début du § 9 , 
nous avons signalé l’intérêt qu’il j aurait à examiner spécialement le cas oit les 
égalités précédentes seraient simultanément vérifiées. C’est cèt examen que nous 
allons maintenant entreprendre. 

Les égalités v 

m, = fi* “ u 9 (», — v, v f iv, — iv, = if, 

jointes aux égalités ( 3 ) et (3 bis)) donnent 

(8) *?, =— *?,:=: — (ceU -f- pF-F- yw) 

et l’égalité (io) devient 

( 9 / 1 ) (p l ~p t )[DÏ> — (*U’hpv + '/tv)~\ = o. 

Comme nous l’avons remarqué au § 9 , on a, dans le cas actuel, 

( 4 ^) d& va — o, 

même si l’on suit l’hypothèse B; on peut donc, en tout état de cause, appliquer 
au cas actuel les théorèmes généraux établis aux §§ 6, 7 , 8, 9 . 

Nous voyons alors que les égalités (5*7) nous donneront sûrement les égalités 

/ Q xl = 9 x » 

(87) *r« = «y.i 

En outre, si le fluide est bon conducteur , nous aurons 

( 64 ) ‘ T, =T f . 

La considération de l’égalité (94) nous amène à distinguer deux cas. 

Premier cas. — On n 9 a pas 


3X>z=zctu -H P v -F- y w. 
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* 

Dès lors, l’égalilé (94) donne 

pi r= p, rr p. 

SI le fluide csl bon conducteur) on sait que l’on aT| = T*. Considérons le cas 
où le fluide est maüvais .conducteur; nous devons, dans ce cas, faire usage de 
l’égalité ( 83 ) en y remplaçant, si le fluide est incompressible, r,(p, T) par une 
simple fonction de T, y, (T). La continuité de 0 au travers de la surface S assure 
celle de V, en sorte que Vf = V 2 . Dès lors, l’cgalité ( 83 ) nous donne 


si le fluide est compressible et 


yj(p, T t ) = V)(p, î\) . 


tï(T 1 ) = i ï (T # ) 


si le fluide est incompressible. 

Dans tous les cas, en vertu dû postulai de Ilclmholtz , la fonction r, est une 
fonction croissante de T. On doit donc avoir T, = T a . Ainsi, que le fluide soit 
bon ou mauvais conducteur, nous avons 


T, = T* = T. 

Si le Jlaide est compressible, nous devrons écrire, de part et d’autre de la sur¬ 
face S, l’égalité 




(22) 


Il + p*(A/ + A e ) - p’ = o. 


La continuité de p au travers de la surface S assure celle de A/ et de A c ; on 
voit donc que la continuité de p et de T assure celle de IF; ou a, dès lois, 

II, = 11 ,- 11 . 

Donc, en un fluide compressible quelconque, une surface au travers de laquelle 
les composantes de la vitesse sont continues, et dont la vitesse de déplacement 
n’est pas donnée par la formule 

=: « // 4- (3 c 4 - y h», 

ne peut être surface de discontinuité pour aucun des éléments du mouvement. 
Si le fluide est incompressible et non visqueux, les égalités (87) donnent l’éga- 

H» = II*» 


en sorte que la conclusion précédente demeure établie. Mais les considérations 
précédentes ne démontrent pas, pour les fluides incompressibles visqueux, l’im- 
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possibilité d’une surface au travers de laquelle i\ ip* p, T,varieraient d’une 
manière continue, qui serait surface de discontinuité pour la pression II, et dont 
la vitesse de déplacement ne serait pas donnée par la formule 

DX> = au ytv. 

Celte impossibilité sera démontrée plus loin (Chap.ÎII, § 1 ). Anticipant sur 
celte démonstration, nous pouvons énoncer la proposition que voici : 

En aucun fluide on ne peut observer une surface au travers de laquelle 
les composantes de Ici vitesse varieraient cl'une manière continue, qui serait 
surface de discontinuité pour l'un au moins des autres éléments du mouve¬ 
ment (o y II, T) et dont la vitesse de déplacement ne serait pas donnée par la 
formule 

( 8 ) DXy = <xu $V 

Nous sommes amenés ainsi à Considérer le deuxième cas. 

* 

Deuxième cas. — On a 

(8) éïb — 

Dans ce cas la surface S sépare toujours les deux mêmes parties du fluide, qui 
adhèrent entre elles le long de cette surface** 

Pour pousser plus loin l’étude de ce cas, nous aurons à distinguer entre les 
fluides non visqueux el les fluides visqueux. 

Fluides non visqueux . — Les égalités (87) se transforment alors en 

(91) n,=n*=11. 

Si. en outre, le fluide est bon conducteur, on a 

( 64 ) T,=T f =T. 


Si le fluide considéré est un fluide incompressible, tous les éléments du mou¬ 
vement varient d’une manière continue au travers de la surface S. 

Si le fluide est compressible, l’égalité (22) permet d’écrire 


n, 4- PÎ(A| + A«), - pf T,) — o, 

II» + PÎ(A,+ A,), - p’ dK(9 0 t £- =0 
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et, par conséquent, en vertu des égalités (91) et (04), 

,i~ /4 .a \ àÛpi, T)1 f A v 

P\ [<Am- A t ), - \=P\ [(Ai+A,),-J • 

Selon des notations précédemment introduites (l rc Partie, Chap. I, § 4 ), cette 
égalité peut s’écrire, en remarquant que. lés fonctions «A,-(K, oc y y, z } t) } 
MK, x, 'y\ z, t) varient d’une manière continue lorsque le point (x, y } z) tra¬ 
verse la surface Sj 

Pi |^i(pi> ) r y O d - &>)’>.*> 0 ' J 

— pi ^^/(pn y* O ^«(pi» Xt ~,0 J * 

Cette égalité est évidemment satisfaite si p 2 = pi î peut-elle Pâtre autrement? 

Regardons celte égalité comme une équation en p 2 . 

Elle admet sûrement là racine p 2 = p,. 

Pour qu’elle pût en admettre une autre, il faudrait qu’il existât 1111e valeur R 
dé p telle que l’on ait 

.J * /«> ~ - .x àï{l\,T) } 


MK9&iy,*>£)+ MK* æ >y , z >O — —•- j 
rdA/(R,^>vc, O f ()MK,æ t y 9 z t l) «^(RjT) - ! 


H- R 1 


Or, au sein d’un fluide en équilibre stable, on a (*) 


dit* 


H 


2 p|^ A|(p, a?, y, z, t) - 4 - ^Mp. x, y, é, l) ~ Ô - - r) j 


. ÀdJsi(p,æ,y,s, t) _ dA, e (p,æ,y t s,t) T)' 

+ p L Tp + do —à P *~ ^°* 


Si nous admettons que cette inégalité demeure vraie, quel que soit le mou¬ 
vement du fluide étudié et quelle que soit la valeur R de la densité que nous 
substituions à p(x 9 y } z y t) y ce qui est assuré dans le cas où les actions inté¬ 
rieures sont newtoniennes, l’égalité précédente ne pourra pas avoir lieu; nous 
aurons forcément 

Pt^Pi 


et nous pourrons énoncer le théorème suivant : 


(*) Sur ta stabiiité d 9 unc masse fluide dont les éléments sont soumis à leurs actions 
mutuelles [Journal de Mathématiques pures et appliquées , 5 e série, t. If/, p. 174; con¬ 
dition ( 03 ); 1897). 
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Dans un fluide non visqueux, bon conducteur, incompressible, ou compres¬ 
sible mais soumis à des actions intérieures qui sont newtoniennes, si deux 
parties du fluide adhèrent le long d'une certaine surface, cette surface n'in¬ 
troduit de discontinuité dans aucun des éléments du mouvement • Il en est 
encore de même dans le cas oh les actions intérieures ne sont pas néwto- 
niennes, pourvu que la condition énoncée il y a un instan t soit vérifiée . 

Supposons maintenant que le fluide soit mauvais conducteur. 

En vertu des égalités (8) et (87), légalité ( 83 ) devient une identité; entre les 
températures T f , T 2 peut exister une différence quelconque; si le fluide est 
compressible, les égalités (22) et (91) exigent que les densités p,, p 2 soient liées 
par la relation 




A € )i 


dÇ(p«,T,) 




A c )i — 


do, J* 


Au sein d'un fluide non visqueux, mauvais conducteur , la température 
peut être discontinue au travers d'une certaine surface qui n'est pas, pour 
les composantes de la vitesse, une surface de discontinuité; si le fluide est 
compressible, la densité varie aussi d'une manière discontinue au travers 
de celle surface; mais la pression, en toute circonstance, y demeure con¬ 
tinue . 


Fluides visqueux . — Supposons d’abord le fluide bon conducteur 


(CD 


T, = T 


2* 


Si le fluide était incompressible, tous les éléments du mouvement, sauf la 
pression II, seraient continus au travers de la surface S; il résulte alors d’une 
démonstration qui sera donnée au Chapitre IÎI, § i, que la pression II serait éga¬ 
lement continue; donc : 

Au sein d'un fluide visqueux, bon conducteur et incompressible, une sur¬ 
face le long de laquelle adhèrent deux masses fluides ne peut être surface de 
discontinuité pour aucun des éléments du mouvement . 

Si le fluide est compressible, la môme impossibilité n’existe plus. La surface 
d’adhérence peut être surface de discontinuité pour Ja densité p et la pres¬ 
sion IL 

Si le fluide est mauvais conducteur, les égalités (8) et (87) transforment l’éga¬ 
lité ( 83 ) en une identité; la température et la pression peuvent être discontinues 
le long de la surface d’adhérence; il en est de môme de la densité si le fluide est 
compressible. 
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Donc, cii résumé, au sein d'un Jluidc visqueux, la surface d’adhérence de 
deux niasses peut être : 

i° Surface de discontinuité pour la densité p et la pression II, si le Jluidc 
est compressible et bon conducteur; 

2 0 Surface de discontinuité pour la pression H et la température T, si le 
fluide est incompressible et mauvais conducteur; 

3 ° Surface de discontinuité pour la densité p, la pression II et la tempéra¬ 
ture T, si le fluide est compressible et mauvais conducteur. 




CHAPITRE IL 
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§ J. — DÉPIXtTlÔKS INVERSES. L*E$ ’ DEUX'LE.UMKSn’Himo.Vf OT. 

Nous avons élüdic, au Chapitre précédent, les propriétés des surfaces le long 
desquelles les éléments du mouvement d’ün fluide, c’est-à-dire les six quantités 

n> \ï\ p, II, T, 

sont discontinus, Dorénavant, nous supposerons que, dans la région étudiée, et 
pendant le laps de temps considéré, ils demeurent continus. Mais, dans cette 
région et pendant ce laps de temps, chacun de ces éléments peut se composer de 
plusieurs fonctions analytiques différentes. De là découlent divers problèmes qui 
seront examinés aux deux Chapitres suivants. Au présent Chapitre sera exposée 
la méthode propre à traiter ces problèmes. 

Considérons une certaine région de l’espace et un certain laps de temps. 
Soient' u i (x i y f z f /), Uï(&%y) /)deux fonctions analytiques uniformes définies 
en tous les points (x%y % z) de celte région et à tous les instants t de ce laps de 
temps. 

Supposons qu’à l’instant t une certaine surface S soit tracée dans la région 
considérée et qu’elle partage cette région en deux parties i et 2. 

Supposons que celle surface S jouisse, à l’instant t , des propriétés suivantes : 

Sur la surface S, les deux fonctions // 1 , w a sont égales entre elles; il en est de 
même de deux dérivées partielles correspondantes quelconques de ces deux 
fonctions par rapport aux variables a?, y y s, /, jusqu’aux dérivées partielles de 
l’ordre (n — 1) inclusivement; mais il existe au moins une dérivée partielle 
d’ordre n (le là fonction w, qui, sur la surface S, n’est pas égale à la dérivée 
partielle correspondante de la fonction u 2 . 

Une fonction u(x f y } . 3 , t) } égale à */|(#, y 5, /) dans la région 1, el 
D. 16 
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à 5, /) dans la région 2, est continue, mais non analytique, dans la 

région totale considérée; on dit qu’« l'instant /, cette fonction u(x x y % s, t) 
admet là surface S pour onde d'ordre /!• 

En particulier, à l’instant /, la surface S sera une onde du premier ordre pour 
la fonction u(x>y } z, t) si, en tout point de la surface S et à l'instant /, on a 



tandis que l’une au moins des quatre égalités 

du,_ Ou x d«,_ OUf ôu x _ Qu , du, _ ôu t 

ôx Ox 9 dy d/* d^ d^ * Ot ~~ Ot 

est inexacte sur la surface S et à l’instant t . 

De même, la surface S sera, à l’instant /, Une onde du second ordre pour la 
fonction */(#>>', f)si l’on a, en tout point de celle surface et à tout instant, 
les cinq égalités 

#1 = «it 

du,_du î du,_du? du, ___ du* du, __ du* 

Ox dx 9 dy à y 9 Oz Oz 9 ôt dt 9 

tandis qu’il existe au moins une dérivée partielle du second ordre delà fonction tt% 
qui, à l’instant t et sur la surface S, n’est pas égale à la dérivée partielle corres¬ 
pondante de la fonction w 2 * 

Une surface le long de laquelle la fonction u serait discontinue pourrait, à ce 
point de vue, être regardée comme une Onde d’ordre o. . 

Lorsque nous mènerons à une telle surface une normale, nous la dirigerons du 
côté 2 vers le côté 1 et nous désignerons par a, ( 3 , y les cosinus des angles que 
cette direction fait avec O#, O y x O 2. 

Il arrivera souvent qu’aux divers instants t d’un certain laps de temps on 
pourra faire correspondre une surface S variable avec t et qu’à chacun de ces 
instants t la surface S sera une onde d’ordre n pour la fonction U(x } y f z } t)\ on 
dira alors que cette surface variable avec V représente une Onde persistante• 

Soient S, S' (fig> 12) les positions respectives d’une telle onde aux instaüts t 
et (t -h dt )* Par un point M de la surface S, menons une normale à celte surface; 
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celle normale rencontre en M # la surface S'; désignons par â la longueur MM', 

Fig. 12 . 


F 

comptée positivement si la direction MM' va du côté a au côté i, et négativement 
dans le cas contraire; posons enfin : 

$ dt, 

ÛL sera la vitesse normale du déplacement de l'onde. 

L'élude des ondes de divers ordres d'une fonction repose sur deux lemmes.à la 
fois très simples et très féconds. Ces deux lemmes ont été donnés par Hugoniot 
qui en a tiré, touchant la Mécanique* de remarquables conséquences (*). 

Soit M un point d’une surface S qui est, à l'instant t } pour la fonction //, une 

,Fig. i3. 

r/i 


1 


onde du premier ordre (J ig . i 3 ). Soient a } b , c trois quantités finies assu¬ 
jetties seulement à la relation 

% » 

( 95 ) -t- b$ -h cy z=zo 

et e une quantité infiniment petite. Par le point M, menons un segment Mm dont 


(*) IIugoniot, Journal de Mathématiques pures et appliquées , f* série, t. III, 1887, 
P* 477* 
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les composantes soient en, $6, te; ce segment sera tangent en M à la sur¬ 
face S. 

Les deux fonctions //,, u 2 étant analytiques dans la partie de l’espace que l’on 
considère, on peut écrire 


,.,(M) — »,(„■> = *«, a p i+ fc, £ , 

c dvi‘ dy d* 


"*(M) — ##*(/») _d//, „ , du % , Oui , 

« ~t r— U —z — C -t- c7,, 


d*r 


les dérivées partielles du second membre se rapportant au point M cl les quan¬ 
tités 0,, 0 2 demeurant finies lorsque t tend vers o. 

Hetrahclibns ces égalités membre à membre en observant que : . \ 


u x (Sl) = u ± (M); 


nous trouvons Légalité 

( 9 0) «■(».)-",(»■) 



Projetons normalement le point M en jjl sur la surface S; si ta courbure de la 
surjace S au point M' n y est pas infiniment grande, la distance wjjl est un infi¬ 
niment petit du second ordre par rapport à s. Alors les fonctions f/« 9 u 2 étant 
analytiques, on peut écrire 

f/,(/;i) = -h 6*9,, 

Wt(»*) = «*((*) + 


9,1-92 demeurant finis lorsque e tend vers o. 
Si l’on observe en outre que 




on voit que la relation (9(i) devient 5 


*(?i —— 0 2 ) 


(du, 
\ ôx 


dw,Y (du % ôu { \ . (()u f d// t \ 


Le premier membre tend vers o avec t; le second ne dépend pas de t; il doit 
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donc être nul. Légalité 


(du 


, àu,\ , /du, du,\ , (du, du,\ 

■ - s) a+ w~ w l ' + (* - 


est donc une conséquence de l’égalité (90). 

Pour cela, il faut et il suffit qu’il existe une grandeur l telle que l’on ait, quels 
que soient a y b y c, l’égalité 

fdù t du % A (àu t àu x a \ t (du % du x A 

(a? - ti - '•“)■“+ ( àj - 07 - ? ') b+ (- 5 T - ùT -■/') c ='”• 

D’où la proposition suivante, qui est le premier lemmé d’Huconiot : 

£otf S jf/ig surface qui est, a Vinstant t , onde du premier ordre pour la 
fonction u . yl chaque point de cette surface ou la courbure n*est pas infinie 
correspond une grandeur l telle que 


1 


( 97 ) 


du t 

du t 

dx 

dx 

du x 

.Oui 

dy 

ày 

du t 

du 1 

ûz 

dz 


<*/, 


Supposons maintenant que la surface S soit, pour la fonction w, une onde du 
premier ordre persistante; soient S sa position à l’instant / et S' sa position à un 
instant t\ voisin de t . Par un point M de la surface S menons Une normale à cette 
surface; celte normale rencontre en M' la surface S'. Si les coordonnées du 
point M sont x y y y z et si les coordonnées du point RI' sont 00 , y , z y on a, par 
définition de la vitesse 0t>, 

^=k« + ç( /'-o, 

: [3 -f- <j/(f— t ) 9 


x — 

X 

t 1 - 

L 

/- 

y 

c- 

t 

** 



les quantités <p, y demeurant finies lorsque ( t f — t) tend vers 0. 
D’autre part, la fonction u% étant analytique, on aura 

du x 


Q — H|(M, O _ à*h ^ du± x’—x du± y'—y 
t* — t dt dx t* — t dy t' — t 




0| ne croissant pas au delà de toute limite lorsque (l *— t) tend vers o, et les 
dérivées partielles se rapportant au point M et à l’instant l, 

D. 17 
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Ces diverses égalités permettent d’écrire 

«,(M\ t') -T- «i(M, /) du x . (Oui , Ou t 


l'~l 


ût \û* 




Ou i V 

~or<y 


(^ r — 0» 


•/,, ne croissant pas au delà de toute limite lorsque ( t f —-/) tend vers o. 
On a de même 


O — f/jfM'-O Ouf 
t’—t ~~ Ot 


-t- 


\tÈ* + 


j 



y l3 ne croissant pas âii delà de toute limite lorsque (t f ^ t) tend vers o. 
Retranchons membre à membre ces deux égalités, en observant que 

«i(M, I) == «t(M f l ) 9 «i(MV = Wi(M', t') 

et en tenant compte des égalités (97). Nous trouvons 


Le second membre de celte égalité tend vers 6 avec (t' — t ); le premier, qui ne 
dépend pas de ( l '— t), doit être nul; d’où le deuxième lejime o'Hugoniot : 

Soit une fonction u qui admet une onde persistante nii premier ordre; « 
chaque instant et en tout point de l'onde relative à cet instant, pourvu qli'ëii 
ce point la courbure de Vonde ne soit pas infiniment grande, on a l’égalité 


( 98 ) 


dut 

~ôt 


du 1 
Ot 


- 4 - l ~—- O « 


On observera que les deux lemmes précédents demeureraient vrais au cas où les 
trois variables x, y , z seraient remplacées par un nombre quelconque de variables 
SC | j j • • • , OC fi « 


§ 2. —- Expression de la vitesse de déplacement Di> pour les ondes 

DE DIVERS ORDRES (*). 

* 

Les lemmes précédents suffisent à résoudre le problème suivant : 

Une fonction u admet une onde persistante d'ordre //; au moyen des déri - 

(i) Sur te théorème d’Htigoniot et quelques théorèmes analogues ( Comptes rendus, 
t. CXXXI, q 1 décembre 1900, p. 1171). 
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vées partielles d'ordre n des fonctions w„ u 2j former une expression de la 
vitesse de déplacement qui demeure invariable par un changement de 
coordonnées rectangulaires . 

i° Onde du premier ordre. — Les égalités (97) et (98) donnent les trois 
relations 


(99) 


3 t>( 

'Ou , 

^ do? 

du ,\ 

dr / ~ 1 

(du, 

\ 0 t 

d«,' 

Ot 

4 

3 t>( 



(du t 

du j 


dy) 

\ Ot 

d£ 

31,1 

f du% 

_ d»<\ — 

(dû, 

du, 

\ 

\ ôz 

ÔZ J 

V d* 

d< 


>■ 

>• 


# * ■ , - . 

Elevons au carré les deux membres de chacune de ces égalités et ajoutons 
membre à membre les résultats obtenus; nous trouvons la formule 


qui résout, pour les ondes du premier ordre, la question posée. 


0 (u t — it,)V 


Ot 


] 


2 0 Onde du second ordre . — Une telle onde est onde du premier ordre pour 
la fonction ~ et aussi pour la fonction \ à chacune de ces deux fonctions 
appliquons la première des égalités (99); nous trouvons les deux égalités 

çfcàHui— //,) __ d*(u* — Uj) 


dx % 

11 1 ) 




ôx ôt ’’ 

d s (u,— //,) 


a. 


ôxôt Ot 1 

Multipliées membre à membre, elles donnent la première des égalités 

d*(itt-u % ) 








Ox 1 

d*(n,— n,) 

Oy* 

d 1 ( "t — » 1 ) 


d i (u i — u,) . 

Ot * 

OH"*— h,),, 
— 0 ? —^ 

f/|) , |4 


d/ 1 


V 


Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 
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Kn ajoutant membre à membre ces égalités, nous trouvons la relation 


(101) 




qui résout, pour les ondes du second ordre, le problème posé. 

Cette relation est due à Hugoniot (*). 

3 ° Onde d’ordre pair : n = 217. — Désignons par ék q le résultat dé l’opéra¬ 
tion A répétée q fois de suite. Nous allons prouver que l’on a 


(102) 


DT> n 


Wt) 


L'égalité (101) nous montre que cette formule est exacte lorsqu’on fait q — 1 et, 
partant, n = 2; pour en établir la généralité, il nous suffit de prouver que, si 
elle est vraie jusqu’à une certaine valeur de q et, partant, de /1, elle demeure 
encore vraie lorsqu’on augmente q d’une unité et* partant, n de deux unités. 

En d’autres termes, il s’agit dé prouver que si la formule (102) est exacte pour 
toutes les ondes (l’ordre pair jusqu’à l’ordre /i = 2^, on a, pour toute onde 
d’ordre (n + 2), 


(102 bis) 


«,) = — 


Une onde d’ordre (/1 + 2) pour la fonction u est une onde d’ordre 2 pour la 
fonction à q ii; on a donc, scion la formule (101), 

or 1 A / ,, ,, \ __ d* & q ( Uf M| ) 

à q+ i(u ± « 1 )— • 

Une onde d’ordre (n + 2) pour la fonction u est une onde d’ordre n pour la 
d* u 

fonction -3^-; on a donc, selon la formule (102), 


Enfin 


or n A w,) _ « 1) 

OP “ dl*+* 


d*ùk q {u % — ti t ) A O 1 (Ut—Ht) 

- op -= — ÔP~' 


Ces trois égalités justifient l’égalité (102 bis). 


(*) Hicomot, Journal de Mathématiques pures et appliquées, série, t. III, 1887 , 
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4 ° Onde d'ordre impair : n = %q +1. — Une onde d'ordre (27 -+-1) pour la 
fonction u est du premier ordre pour la fonction kj on a donc, selon la for¬ 
mule (ioo), 

JV P^]'J=- pM]’ 

Cette onde est en même temps d'ordre 2 q par rapport à la fonction en sorte 
que la formule (102) donne 


Enfin 


9 dt dt n 


dàiQij—Ui) â(u i —ù x ) 
dt ~ q dl 


Ces trois égalités nous donnent la formule 




ààçiut— u ,)”]* 


d A 7 (f/j— .«»)!* 


qui achève de résoudre le problème pose. 

On voit de suite que ces formules conduiraient presque immédiatement à la 
solution du problème suivant, que nous nous bornerons à énoncer : 

Donner de la vitesse 3 l } pour les ondes de divers ordres, une expression qui 
ne varie pas par un changement quelconque de coordonnées curvilignes 
orthogonales. 


§ 3. — Applications diverses de la méthode d’Hugoniot. 

Avant d’appliquer la méthode d’Hugoniot aux questions d’IIydrodynamiquc 
faisons usage des formules précédentes pour étudier diverses équations aux déri¬ 
vées partielles que l’on rencontre en Physique mathématique. 

La première que nous considérerons, avec Hugôniot (*), est l’équation 


(io 4 ) 


iv ° iu 

aàa = w 


(*) Hlgoniot, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4 e série, t. 111 , 1887, 
P- 477 - 
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où a est une constante réelle, qiie l’on rencontre dftns l'étude des petits mouve¬ 
ments des fiüidcs; la comparaison des égalités (toi) cl (io4) montré dé suite que 
si une intégrale de cette équation offre une onde du second ordre, cette onde $c 
déplace àvcc une vitesse 


(io 5 ) 


Db a. 


Ce résultat s'étend d'ailleurs à toutes les ondes d'ordre supérieur à 2 que pour¬ 
rait présenter une intégrale de l’équation (io 4 ). En effet, une onde d'ordre n 

(/?> 2) pour la fonction a est du deuxième ordre pour la fonction ; cl, 

d'autre part, cette fonction Yéri/îe encore une équation de la forme (id4)j comme 
on le voit en différenliant (n — 2) fois par rapport à t lés deux membres de 
l’équâtion (104). 

Des considérations semblables (*) s'appliquent à l 'équation des télégra¬ 
phistes : 

du ù 1 u 


(106) 


a 1 /x 


ôt ”■ ùt * 


où a et jx sont deux constantes réelles. En lotit point d'une onde du second ordre 
pour la fonction on a 


dit± 

ôt 


ÔUf 

ôt 


en sorte que l'équation (106) exige que l’on ail, en un tel point, 


u t ) = 


ô*(u s — 
ôl 1 


La comparaison de cette égalité avec l'égalité (101) montre que la vitesse de dé¬ 
placement d'une onde du second ordre pour une intégrale de l'équation (cofi) est 
encore donnée par l'égalité (io 5 ). 

Comme dans le cas précédent, ce résultat s’étend aux ondes d'ordre supérieur 
à 2. 

Il peut arriver que les formules du § 2 conduisent à attribuer à eft 2 , pour les 
ondes d’un certain ordre, une valeur infinie où négative; dans cé cas, nous 
sommes certains qu'une intégrale de l’équation considérée n’admet pas d’onde 
persistante de l’ordre considéré. 


( 1 ) Sur Vinterprétation théorique des expériences hertziennes (L’Éclairage élec¬ 
trique, t. IV, 1895, p. 4 q{)* 
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Ainsi, en tout point d’une onde du second ordre pour la fonction //, on a 


une intégrale de l’équation 
(107) 


à Ut Ou* 


a du 

àuz=zu~t 

r dl 


que l’on rencontre dans la théorie de la conductibilité, ne.pourrait donc admettre 
une onde du second ordre sans que l’on eût, en tous lès points de cette onde, 


A(w, — ii t ) = o. 


partant, selon l’égalité (ioi), 

Une intégrale de l’équation 
(108) 


X* == CO. 


, . à 1 u 

a* au H—r-r- := o 

01 1 


1 


ne pourrait admettre une onde du second ordre sans que l’on eût, en vertu de 
l’égalité (101), 

X* = - a 1 . 

Les intégrales des deux équations (107), (108) ne sauraient donc admettre 
d’onde persistante du second ordre; celte proposition s’étend sans peine aux 
ondes d’ordre supérieur à 2 et fournit le théorème suivant : 

Si, de part et d'autre d'une surface S qui peut varier avec /, deux fonc¬ 
tions analytiques vérifient soit Véquation { 105), soit Véquation (108), 

et si Von a, en tout point de la surface S et à tout instant, 


«I = Wii 

du 1 _ du, du t __ du, du x _ Ou, 

Ox ôx * ’ôy ày dz dz ’ 


du x du, 
~dt^~d 7’ 


les deux fonctions t/,, u 2 se prolongent analytiquement Vune Vautre. 


L’équation 

(>09) 


, d . . . d* u 

a - 3 ? = ° 


sc rencontre dans l’étude de la propagation de l’électricité au sein des corps cou- 
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ductcurs (•) et dans l'étude des petits mouvements des fluides compressibles vis¬ 
queux ( i ). Imaginons qu’une intégrale de cette équation admette une onde du 
troisième ordre. Nous aurons, eo tout point de cette onde, 


partant 


A(«,—u,) = o, 


d* ( Mj — «,) 



D’autre part, cette onde du troisième ordre pour la fonction u serait du premier 
ordre pour la fonction Am; si elle était persistante, on aurait, en vertu des éga- 
lités (97) et (98), 


3Î, 


M,) = 


“S 4 *"’ 


//j ) “ — oc A 


d* 


et, parlant, 

3fc> nz o* 

Une intégrale de l’équation (109) ne peut donc admettre d’onde persistante du 
troisième ordre (*), ni, comme on le prouverait sans peine, d’onde persistante 
d’ordre plus élevé, à moins que celte onde ne soit immobile. 

Une intégrale de l’équation de Laplace 

(110) àu = 0, 

où « est une fonction des seules variables x y y y à l’exclusion de t } peut-elle 
admettre une onde du second ordre? Appliquée immédiatement, l’égalité (toi) 
devient une identité; mais on peut remarquer que les théorèmes précédents sont 
encore vrais si, au lieu des trois variables x\y } z } - la fonction étudiée ne dépend 
que de deux variables y\ qu’en remplaçant dans l’équation précédente la lettres 
par la lettre /, elle devient 

d'u dUi d*u_ 

âx* dy* dt x ° 


(>) Sur Vinterprétation théorique des expériences hertziennes (L*Éclairage élec¬ 
trique, IV, 1895, p. 494 )» 

(*) Sur la généralisation d’un théorème de Clebsch (Journal de Mathématiques 
pures et appliquées, 5 e série, t. VI, 1900, p. ai 3 ). 

( 3 ) Sur la théorie êlectrodynamique de ffelniholtz et la théorie électromagnétique 
de la lumière (Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles, 2 e série, t. V, 
1901, p. 227). 
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et que, si une intégrale de cette équation admettait une onde persistante du 
second ordre, la formule (toi) donnerait, pour cette onde, 

= —i, 

ce qui est impossible. 

Le même procédé conduit, sans aucune difficulté, à la démonstration de la pro¬ 
position suivante : 

Une intégrale de Véquation aux dérivées partielles d'ordre *xn 


(n.) 


ô ' n -* n 


d' n ~'u 


A /( u + A j-tTT-i + 11 TTî/T-^ÎT)" Iwi 


dx 


ày 


où A, 13 , . . M L sont des fonctions des seules variables y, z } analytiques 
dans tout Vespace } et où u est une fonction des seules variables y , z, 
n'admet ni onde d'ordre n } ni onde d'ordre supérieur à n. 

Ce théorème entraîne l’impossibilité d’ondes dont l’ordre serait égal ou supé¬ 
rieur à 2 non seulement pour les intégrales de l’équation de Làplace, mais encore 
pour les intégrales de l'équation 


(112) 


A u A* ti = o, 


que l’on rencontre dans l’étude des mouvements vibratoires des fluides et dans 
une foule de questions d’Acoustique, d’Optique ou d’Électrodynaniique. 

Il démontre l’impossibilité d’ondes d’ordre égal ou supérieur à 4 pour les inté¬ 
grales de l’équation 


(n 3 ) 


A A u 


o, 


que l’on rencontré dans l’élude des corps élastiques isotropes en équilibre. 


§ 4 . — Les paramètres de M. Hadamard. 

Les deux lemmes d’Hugoniol, énoncés et démontrés au § I, peuvent être éten¬ 
dus aux ondes d’ordre n sous une forme très remarquable qui a été indiquée par 
M. Hadamard (•). 

Supposons que la surface S soit, à l’instant /, onde d’ordre n pour la fonc¬ 
tion u: elle est évidemment onde d’ordre i pour la fonction -r—, où 

1 Ox ( *dy°dz c dti l 

a -t- b h- c = n — p — i. 


(*) J. Hadamard, Bulletin de la Société mathématique de France , t. XXX, p. 5o, 
19 décembre 1900. 
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A celte fonction appliquons le premier terme d’Hugohiot, qu’expriment les 
égalités (97); nous aurons les égalités 

d'iiii— //,) — u t ) (// t — i/ t ) 

ôy b ôz c dt p cte- dj 6H do r d/*' dx a t)y b ûz c -* 1 dfe 

_ _ - — ÿ — 

que Ton peut encore écrire - 

<) n (ih — ti\) <) n (th—"i) ii j) _ 

i)æ ci+i ày b ôz c ôl p _ d c a dy b + l dz c diP _ d r tl 0 y b dz e * 1 du* 

a' H 1 çjj yc ~~~ a ' 1 y c a f| jV # y c * 1 '* 

l.e rapport 

d"(«t—«i) 
ü.i:'‘ +l 0 y b dz c 0 U‘ 

Qftl-b-i yC 

prend donc, en un point donné de l’onde, une valeur qui ne change pas lorsqu’au 
numérateur 011 remplace une dérivation par rapport à x par une dérivation par 
rapport à y ou par une dérivation par rapport à z } pourvu qu’en même 
temps, au dénominateur, on remplace un facteur a par un facteur $ ou par un 
facteur y. 

Cela posé, considérons la fonction 

f)*(u s — u t ) 
dx* ôy J àz k ôt p1 

où i\j y le ont des valeurs entières et non négatives qui vérifient la relation 

(n4) + i = 

Cette fonction peut se déduire de la fonction 

— u t ) 

Ox n ~i* ôt p 

en remplaçant y fois de suite une différentiation par rapport à x par une différen¬ 
tiation par rapport à y et h fois de suite une différentiation par rapport à x par 
une différentiation par rapport à 

Nous arrivons ainsi, au théorème suivant : 

Premier lemme ne M. HadXmA nn. — Si la fonction u admet d Vinstant t la 
surface S pour onde d’ordre n } en chaque point de cette onde le rapport 

ôx ( 0y J dz k ôt p 
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où les indices i, j, k peuvent prendre toutes les valeurs entières et non néga¬ 
tives qui vérifient Végalité 

i +j 4 - k — n — p y 

a une valeur l p qui dépend de p } mais point de i\j\ k. 

Ce lemine peut donc encore s’énoncer de la manière suivante : 

A chaque point de la surface S correspondent (n i) paramètres 

lo, l\$ • VJ Ifif 

au moyen desquels toutes les dérivées partielles d'ordre de ta différence 
(u 2— n i) s'expriment, en ce point, par les formules 


! 0 n (u i — «,) vt /. . , 

I dxQyJûz* (*+/ + * = «), 


(n5) { 


Ô n (lti — Il i) 
àx 1 . dyJ ûz k ài' 1 


= (i +j + /. = n —/>), 


n,) _, 

ôx 0t n ~ l 


I 


d n (iit— “i) __ôi 

dydi "- 1 

à a {iit— "i) __ , 

dr 


à* (u t — -u i) 
ôz di n ~ l 


— y ln- I» 


Supposons maintenant que la surface S soit, pour la fonction u, une onde 
persistante d’ordre n . Prenons un point sur cette surface; en ce point, les trois 
quantités a, (ï* y y ne peuvent être iiulles à la fois; pour fixer les idées, suppo¬ 
sons a différent de o. 

L’onde considérée est une onde persistante du premier ordre pour la fonction 

d n ~ l u 


dx n ~i '- 1 dt^ 


A cette fonction appliquons la seconde égalité (99), qui découle du second 
lemme d’Hugoniot; nous trouvons 


(116) 




Oæ n ~i' ôV‘ 


Ox «-/'-» 01 /,+l 


Mais les égalilcs (i i 5 ) donnent 

0 ” ("t— «1) 

ôx’‘~f dl<‘ 
d" ( «* — m, ) 


dx*-P~ x dl p ™ 
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Moyennant ces égalités, et après suppression du facteur qui n’est pas nul, 
l’égalité (i îG) prend la forme 

(n?) 5 lp+i+ 0 *>l P =o 


qui entraîne la proposition suivante ! 

Second lemme de M. Hadamard. Si la surface S est, pour fa fonc¬ 
tion u y une onde persistante d'ordre n> les (n + i) paramètres 

4 # lu * * ♦> in 

forment, en chaque point de cette onde et d chaque instant , une progression 
géométrique de raison — 

On peut donner (*) des paramètres 


4 » in 

des expressions, formées au moyen des dérivées partielles d’ordre n de la diffé¬ 
rence (u 2 — U 1 ), expressions qui ne changent pas par un changement quelconque 
de coordonnées rectangulaires. 

Deux cas sont à distinguer : 

Premier cas : (n — p) est pair, 


( 1 1 S ) 


n —p — 2 <7, 


Visiblement, nous avons, pour une fonction y quelconque, 


la puissance qui figure au second membre étant une puissance symbolique. Il en 
résulte que 


. dP(u,— »,) __ T dP(» t — u,) 
q ôlP [da -- 1 ôlP 


d’ dP(«,—1/,) d 1 dP(t/,— «,)'('/> 
dÿ* ôÏp *" d? ~0Ïp , 


Les égalités (i i 5 ) transforment sans peine cette égalité 


en 



d p (n t — »,) 

ôl p 


y 1 )H P 


* 

( 1 ) Sur tes théorèmes d'Hugoniot, tes femmes de if/. Hadamard et la propagation 
des ondes dans les fluides visqueux (Comptes rendus, t. CXXXII, i 3 mai 1901, p. 
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ou bien, comme a 2 -f- Jï 2 + m f 2 = i, en 

0 * 9 ) 


lp - W l)» 


dl p 

formule qui résout la question proposée. 

Deuxième cas : (// — p) est impair, 

(120) n—p = 27 + 1. 

Dans ce cas, on a 
7 àx ôt p 

__ VdT dr+'iUi—Ui) t Ü //,) 

L^* dxôt p ûy* dy du* dz* 

Selon les égalités (ii 5 ), cette égalité devient 

dP+ l (u*~~ tii) , , • ô ‘ . 

v a. à. 

et donne la première des égalités 


t)z à l'¬ 


on 


7 V 


U 

ôx 

c/' Us tl \ — fi| ; 

dte 

__ d 

d p A 7 (M, — M1 ) 

~ ày 

dte ’ 

-, 

dp\ q (u t — Ut) 


ds 


d//' 


Les deux autres se démontrent d’une manière analogue. 

Si l’oh élève au carré ces trois égalités et qu’on ajoute membre à membre les 
résultats obtenus', on trouve la formule 


(121) /?, 


' «J 
d. 


d d/’ti,(«,— «,)!* 


d/e 




d/’A, / (n,-«,)!* Td d/*A,‘ 


d/ /J 


T + K 


ÔIP 


qui résout la question posée. 

L’égalité (117) nous permet d’écrire, en vertu de la dernière égalité (1 15 ), 


<■».) = £(fc£!). 

Si (n ~ p) est pair, 
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les <!«alitds (i ly) et (123) donnent la relation 


( 123 ) 




d n (u t ~~ u i) 
0 l n 


Si (n — p) est impair, 

( 120) «—// = 27-r-i, 

les égalités (121) et (12a) donnent 


( l 2 ;'|) Db 2( '*“* /0 


iïê 


d </,) 




r d d''A v (n, 

Idj d/e 


T 

-]‘-K 



Ces égalités (ia 3 ) et (ia 4 ) redonnent immédiatement les formules démontrées 
au § 2 . En effet, si h est pair, l’égalité (i 18) est vérifiée lorsqu’on y fait p = d, et 
Pégalilé (ia 3 ) reproduit l’égalité (102); si /t est impair, l’égalité (120) est vérifiée 
lorsqu’on y fait p — o, et l’égalité (ia< 1 ) réproduit l’égalité (io 3 ). 


§ 5 . - OxNÜE QUI VROPAOB UW VECTEUR. — VECTEURS DK M. HaDAMARD. 

Supposons que les trois fonctions 

0> « , (‘Wi 5 >0» y, 3 >t) 

soient les trois composantes d’un vecteur V. Si la surface S est, à l’instant /, onde 
d’ordre n pour l’une au moins des trois fonctions w, p, iv et si, pour les deux, 
antres, elle est onde d’ordre n ou d’ordre supérieur à n, ou enfin d’ordre infini, 
cas auquel elle n’interrompt pas le caractère analytique de ces deux fonctions, on 
dit que la surface S est, à Vinstant t } onde d'ordre n pour le vecteur V. 

La notion de permanence de l’onde s’étend sans peine à ce cas. 

Si la surface S est onde d’ordre n pour le vecteur V, les dérivées partielles 
d'ordre n de la fonction («>— w,) s’expriment toutes par les égalités ( 11 5 ), au 
moyen des (/1 + 1) paramètres l^ l\ } . *., l» \ les dérivées partielles d’ordre n de 
la fonction (e a — r,) s’expriment de même ail moyen de (n + 1) paramètres m 0} 
m 1, . enfin les dérivées partielles d’ordre n de la fonction (11*2 —u*,) 

s’expriment de meme au moyen de (n + 1) paramètres /i 0 , /ti, • •., n n . 

Mais les paramètres l pi m py n p peuvent être regardés comme les trois com¬ 
posantes d’un vecteur AV y,. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si, à l'instant t } la surface S est onde d'ordre n pôur le vecteur V, il 
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existe, en chaque point (te cette surface, (/?+>) vecteurs 




• • »» 



au moyen desquels s'expriment, en ce point et à cet instant , les dérivées par¬ 
tielles d'ordre n des composantes de la différence géométrique V 2 — V|. 


Supposons maintenant que l’onde soit persistante. Les égalités (i 15) nous don' 
lieront les relations 


lp+i Hh dX>lp — o, tiip -f- dX^nip —- o , np+i "t - Oi>np — o , 


qui entraînent la proposition suivante : 

Si la surface S est une onde permanente d'ordre n pour le vecteur V, 
à chaque instant et en chaque point de cette onde, les (n + 1) vecteurs W 0) 
Wi, W n sont dirigés suivant une meme droite; si on les compte positi¬ 

vement suivant Une direction D choisie sur cette droite, ils forment une pro¬ 
gression géométrique de raison (— 0T>). 

La direction D sc nomme alors direction de la perturbation propagée par 
l’oridè S; lorsqu’elle est sans cesse normale à l’onde S, 011 dit que celle-ci pro¬ 
pagé une perturbation longitudinale ; lorsqu’elle est sans cesse tangente à 
l’onde S, ou dit que celle-ci propage une perturbation transversale . 

Les considérations contenues en ce dernier paragraphe sont dues en entier a 
M. Iladamard. 


CHAPITRE III. 

DES ONDES DANS LES FLUIDES VISQUEUX. 


§ 1. — Des ondes du premier ordre par rapport a certains éléments 

DU MOUVEMENT (*). 

Imaginons qu’en un fluide visqueux une surface <r soit, à l’instant t y onde au 
moins du premier ordre pour les trois composantes u } v y w de la vitesse, pour la 
température T et, en outre, si le fluide est compressible, pour la densité. 


(■) Sur les théorèmes d'Hugoniot, tes lemmes de M. ffadamard et la propagation 
des ondes dans les fluides visqueux {Comptes rendus, L CXXXIJ, i3 mai ujoi, |>. 11 03). 
Des ondes qui peuvent persister en un fluide visqueux (Ibid,, t. GXXXIII, i.f octobre 1901, 
p. 579). 
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Quant à la pression II, nous ne la contraindrons pas à varier d’une manière 
continue au travers de la surface considérée. 

Cette onde pourra-t-elle être persistante? 

Pour discuter celte question, nous n’avons pas le droit de faire usage des équa¬ 
tions du mouvement des fluides visqueux, telles qu’elles sont données par les 
équations (^ 4 ) de là première Partie; celles-ci, en effet, reposent sur une trans¬ 
formation qui a été exposée en cette première Partie, aü § 3 du Chapitre I, et la 
légitimité de cette transformation, comme nous Pavons formellement observé en 
cet endroit, est subordonnée à une condition : c’est que les six quantités v x , v yj y*, 
~ x , t yi r z soient continues dans tout le fluide et admettent, en fous les points de 
ce fluide, des dérivées partielles finies. 

Or, si nous admettons pour v x , v y , y*, ? x , x y , x z les expressions données par les 
égalités ( 5 i) de la première Partie où ( 43 ) de la seconde Partie, nous voyons que 
ces six quantités sont précisément discontinues le long de l’onde rr. 

Nous devons donc renoncer à imposera la quantité </(?,., donnée par l’égalité (46) 
de la première Partie, la transformation que nous lui avions fait subir et chercher 
a la transformer d’une autre manière. 

Traçons dans le fluide, à l’instant t } une surface fermée S contenant la surfaces 
à son intérieur; soit a la masse fluide que renferme la surface <r, et soit b la masse 
fluide qui lui est extérieure. 

La quantité dXz v peut toujours s’exprimer ainsi 

( 125 ) d& v — dd vi « -4- d&vi i, 


dÇ v b étant définis par les égalités 



Au sein de la partie b } les six quantités v x , v^, y*, t x , 7 Z sont continues et 
admettent des dérivées partielles qui sont finies; on peut donc appliquer à di la 
transformation que, dans la première Partie, nous avons fait subir à la quan¬ 
tité d&y tout entière. 

Conservons à p X) p y , p Zy q xy q yy q z la signification que donnent les égalités (48) 
et ( 4 q) de la première Partie; en chaque point de la surface 2 désignons par fit, 
la normale vers l’intérieur de la partie b ; posons 

[v x COS(/l*, ;r)-f-T. COS (/J*, J') H-T x COS(/#i, v)] f 

[t* cos(/i 6> a?) -h v y cos(/i A>i y) -h t r cos(/i/ > , 5)], 

[Ty cos(/i 6 , a;) + r x cos (n 6 ,y) + v s cos(«*, «)J, 
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et les égalités (tao) et (137) nous permettront d’écrire 

(129) d<B v = d<Z va 4- I (q x àæ -i- r/ y dy 4- ff z dz ) dm 

-H I [p x oæ 4- fi y dy 4- p z à*) d& 

-b / (îr* Oæ -h 7 T y dy 4- îî« o 5 ) dl. 

J* 

Choisissons la surface 2 d’une manière particulière. 

De part cl d’autre de la surface <7 menons deux surfaces dont la distance h 
à la surfaccS soit infiniment petite; Tune de ces surfaces, 2 j, se trouvera du 
côté i delà surface <j; l’autre, 2 2 , se trouvera du côte 2. Nous composerons la 
surface 2 de l’ensemble des deux surfaces 2, et 2 2 ; nous écrirons l’cgalité (129) et 
nous y ferons tendre h vers o. 

Le volume occupé par la masse a du fluide tend vers o avec //; dès lors, il 
résulte de l’égalité (126) que dH va tend vers o; de plus, au second membre de 
l’égalité (129), le second terme tend vers l’intégrale 

J\f]xdx 4 * q y iy 4 - rj z dz) d& 9 

étendue au volume entier occupé par le fluide; à ce même second membre le 
troisième terme ne varie pas avec h ; il nous reste donc à chercher la forme limite 
du terme 


( , 3o) 


J ( n x dx 4 - 7 x y dy 4 -7î z oz) dl. 


Celte intégrale se partage en deux autres intégrales analogues, Tune relative à 
la surface 2 j, l’autre relative à la surface 2 2 . 

Chaque élément r/ 2 , de la surface 2 * a pour limite un élément dn de la surface cr; 
les quantités cOs(/f£, x) t cos(n$, y), cos(/i£, z) relatives au premier ont pour 
limites respectives les quantités a, ( 3 , y relatives au second; les quantités y x , y,., y 3 , 
7*, x y> . 7 * ont pour limites respectives y*,, yy,, v 2 ,, t xi , v rl , t*|. Si donc 011 pose 


Kxi = 'Jxi * Tz\ P -t- Ty I y, 
%l = T 2 |«4-Vyi(5 4-7 J .,y, 
tr-i “ ~ y \ c/, 4- ?xi P 4 - y 3 J y, 


(i3i) 


la partie de l’intégrale (i 3 o) qui se rapporte à la surface 2, aura pour limite 


—J (îr*i dx 4- %, dy 4- t?;, dz ) dv. 


I). 


«9 



j/jo 

Si Pôn pose de même 


(i 3 i Ois) 


P. imïM. 


n*i = v*,« 4- t 3î p 4- T /t y, 
%* = T 2I « 4~ Vy|(5 4- Tjr*yi. 
t: 5 i ~ r, * <* 4- r** (3 4- v a »y, 


la parlîc tic l’intégrale (i 3 o) qui provient de la surface E* aura pour-limite 


l* I(TT^i d/ 4 -ÎI 5 |d 3 )t/( 7 . 


On pourra donc écrire, en observant que lès quantités àz doivent être 

continues môme du travers de la surface 


( 139 . ) d& v = ^( 7* OvV 4 ~ v r oj -h 7^ Ô 3 ) dm 

"V- I (p* d.r 4- p y dy 4- p z dv ) t/S 
/s 


4- 


j [(^j — Wjti ) do? h ('îtj î TVji ) d/ 4- (ît 2î — n 5 | ) ds ] 


Telle est l'égalité que l’on doit substituer à l’égalité (47) de la première Partie. 
C’est cette expression (i 3 a) de r/6, que nous devons introduire dans l'équation 
fondamentale (a) de la première Partie, en sorte que l’on devra avoir, en toute 
modification virtuelle, 

(1 33 ) dS e -\-d&j-~ d r ^ 4 - J*(q x fa-+ <J?oy + <ïzàz)dm 

4- f (pxàa: + pyty + p-Ü 3 )dS 

-h / )d.r -h (%i— 7t,,) d/ 4- (tf;, — T?-i) ds] da — o. 

<7 

Nous pouvons appliquer tout d’abord cette égalité 5 une modification virtuelle 
pour laquelle on ait, en tout point de la surface <r, 


d.r — o, d/ = o, 


o. 


Nous serons alors conduits A la proposition suivante : 

Il existe une grandeur finie II, continue dans tout le fluide, sauf peut-être en la 
surface -r, telle que l’on ait : 

i° Kn tous les points de la surface S qui limite le fluide, les égalités [l rc Partie, 



égalités (96)] 
(i 34 ) 
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| II COS(li h x) — Vx+ 1 >a, 
J II COS(/l/, y) — I*) ~i-Py> 
( H cos («/, 5) i». 


*4* 


a° En tout point de la masse fluide hors la surface <7, les égalités [l ,c Partie, 
égalités (94) et (75)] 


dll ,, . 

— f(Xi+ A e — y x ) ~~(/ x —.o, 


(. 35 ) 


dll 

ày 

dn 


— p(X/4- X e — y y) — r/y— o, 

— p(X,-hX*— y.) —f/: — O 


et, si le fluide est compressible, l’égalité 

(. 30 ) Il-i-p*<A, + A«)~p *’0 = o. 

Donnons maintenant à la masse fluide un déplacement virtuel quelconque. Au 
moyen des égalités (i 34 ), (i 35 ), (t 36 ), et par un calcul très semblable à celui 
qui occupe le début du Chapitre I, § 8 , nous trouverons que l’on a 


ffôe+ ffë/— o T S 4 ; J' (q x à*v + ff y àf-\-q z dz)({u5 

4- I (p x Ôcv 4- Py ày-h p z ds) cts 



IF,) (a 8# 4 - £ 3 / 4 - ydz)(fo. 


Si l’on conserve alors à <Pn> (P ri , (P„, <£*21 ( f r j, (P*® le sens que donnent les 
, égalités ( 35 ) et (35 bis) y l’égalité (1 33 ) devient 

f [(‘4. - ‘f*. ) A* + (%. t - <P rl ) a>- + (a\, - t :i ) Ô 3] <h = o. 


Cette égalité doit avoir lieu quelle qitc soit la modification virtuelle imposée au 
fluide, par conséquent quelle que soit, le long de la surface <x, la loi de variation 
des quantités 8#, 85; la condition nécessaire et suffisante pour qu’il eu soit 

ainsi est la suivante : 
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l/p 

0/t en tout point de l’onde cr, //w$ égalités 


l«r|-<Prl = O f 

(*37) J av*— ffy,= O f 

| .*51 — *31 = 0, 

qui peuvent s’écrire plus explicitement, en vertu (les égalités ( 35 ) cl (35 6/5), 

I ( SJ xi' ( t sï — (t/*— f yi )y 4- (IL— II,) a = o, 

(r-j ?zi )'X 4- (v^ *— Vy, )(3 4- (tjj — Tjti)y 4- (Ht— Ilj)P r= O, 

(r r i— r r ,)a 4 - (t^i— t x ,)(3 4- (v.j — r 3 , )y 4- (II* — H,) y “ o. 

■ . . .." 

Les quantités y*, v r , v Z) ^ X} ? r , r z sont supposées données par les égalités ( 43 ). 

Or, selon ce que nous avons vu au Chapitre II, § 5 , il doit exister, en chaque 


point de la surface <r, 

un vecteur (/ 0 , //t 0) u 0 ) tel que 

Poii ait 




à(iii— u t ) 

dx ~ 

3 «4, 

<?(«!— «i) 

= &L 

d(u,— 

«1) . 

-y 4 > 

( 1 39) < 

C?(i>î— (',) 

dx* 

-ani Ci 

à (c t — (’i) 

= P>>» 0, 

ds 

^ = 

= */>”<» 



= ««•» 

<>(«’* — »»',) 


d(ti'*-~ 

<Vi) _ 

= •/«<>• 


« dx 

dy 

di 



Ces égalités donnent 


(i^o) 



Ou, àvt du'* 
d e + ~0y h àz 


du 1 
dx 


0 » 1 

ày 


d» 1 , 

dz 


= *l*-\r$nit+yn 

o> 



4- 

du», 

[ d- 

ày 

J dtv, 


du. 

j dx 

4- 

Oz 

| du* 


0 Ci 

’ <>/ 

4- 

dx 



du», 

~<h 7 


= ym 0 + ( 3 /i 0 , 


du», 

dx 


du, , 

— a/ *o 4 - yL» 


du, du, _ A . 
dy dx* “ P 0 


4- <xm 0 . 


En vertu de ces égalités ( 13 g), (i 4 o), (•d 1 )» ^ cs égalités ( 43 ) donnent 

I V** —X(p, T) («/o “/"o) — 2{*(p> '0«4> 

v ri— v y i = —X(p, T) («4 4 -(3/n 0 4-yn 0 ) — 3f*(p# T)pm 0> 
v« — vi,= — ).(p, T) (<*4 4-P»i 0 4-y/i 0 ) —ap(p, T)y/i 0 , 
t*i— t x i = — fx(p, T) (ywi 0 4- £/*<>). 

« 

Tyl T VI = — p(pt T) ( a/l 0 4- y / 0 )| 

— T zl =r — p(p, T)(p4 +«%)* 
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En vertu de ces égalités (i 4 a), les égalités (i 38 ) deviennent 




(« 43 ) 

» 


«[M, —Jl, — (). ^2^)(«/ 0 -h jî/iio+yw*)] — //[p(|3/ 0 — cun 0 ) — y (*//<> — y 4 )]~ o, 
Pfilj— II, — (). 4 - aft) («/„ + puioHh'-y/io)] — f*[y (y»*o — p/*o ) — «(P*/o — «/«o)] = O, 
y [ 1 U— H, — (>* 4~ 2|a) (*/o+'p»i 0 + y h 0 )1 “ /x[«(«h 0 — y/© ) — p(y#>i 0 — p// 0 )] = o. 


Ajoutons ces égalités membre à membre après les avoir multipliées respectivement 
par a, ($, y ^ nous trouvons 


044 ) 


H*— Ht —[*(p# T) 4 - ap(p, T)] (a/o 4 -p/Ho 4 -y«o) —o. 


Pour tirer les conséquences de celte égalité, nous distinguerons deux cas, 
selon que le fluide est ou non compressible. 

Supposons d’abord que le fluide soit incompressible. Dans ce cas, l’on a 


ôu x 

Ox 


4 - 


~àï 


4 - 



ÔUj 

dx 




et, par conséquent, en vertu de l’égalité (i4o), 


( 145 ) a / 0 + P w 0 4 - y «o — o. 

Cette égalité (i 45 ), jointe à l’égalité (i 44 )> donne 
(i 46 ) II, = H|.’ 

Il n'est donc pas possible, en un fluide incompressible, d'observer une sur¬ 
face au passage de laquelle les composantes de la vitesse et la température 
varieraient d'une manière continue, tandis que la pression varierait d'une 
manière discontinue . 

Par anticipation, nous avions énoncé ce théorème au Chapitre t, § 11 * 
Moyennant l’égalité (i 44 )> les égalités 04 ^) peuvent s’écrire : 


P(pi T)(7 0 -*«(«/o+P/rt 0 4-y/*o)] —°t 

P ( pi T ) [ m 0 — p ( « /* 4- p m 0 -t- y /** )] = o, 

P(pi T)l/i 0 — y (<x/ 0 4- Phîo 4- y// 0 )] = ° 
ou bien, en observant que l’on a [I rc Partie, condition (62 Wj)], 


p(p> T) >0 


et en tenant compte de l’égalité (i 45 ), 

(147) l Q = o, »i 0 = o, 


/<0 = o. 
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Les égalités (i 3 ()) deviennent alors 


(. 48 ) 


du\ 

du % 

On i 

0u t 

dii\ __ 

d«i 

dx 

+S. 

te 

* 

il 

Oy 

-0y y 


1 1 * 
dz 

âi't 


dr t 

du» 


di>i 

dx 

dx 9 

Oy 

Oy ’ 


dz 9 

ÛW\ 

àiv i 

d»*, 

Ow i 

du*i _ 

div t 

dx 

”” dx 9 

Oy 

I! 

$ 

. dz “ 

Os ' 


Supposons maintenant que l’onde <j soit persistante. Selon ce que nous avons 
vil au Chapitré I, § 5 , nous aurons 


01 

àt’j 

01 

dtfi 


du, 

UT 

de, 

Ot 

du'i 


+ 0 Ï> Ig -- O, 

+ DL/)ig=o, 
-J- ÏXg -O. 


Ot Ot 

Moyennant les égalités (i 47 )» ces égalités deviennent 


(> 49 ) 


du y __ du t (fay __ 0 V* dw\ . diVj 


dt de 


dl dt 


dt dt 


Voyons maintenant ce que donne l’égalité (1 44 ) lorsque le fluide est supposé 
compressible* 

Dans ce cas, nous devons écrire, de part et d’autre de la surface <r, 


036 ) 


Il + p»(A # + A,) - = o. 


o cl T variant d’une manière continue lorsqu’on traverse la surface <x; il en est de 
meme, d’après ce que nous avons vu (I rc Partie, Ghap. ï, § i), de 

P*(A,+ A t )-p 
et, partant, de II. On a donc 
046) n t = lit. 

L’égalité (1 44 ) devient alors 

[X(û, T) h- 2 4 u(p, T)] («/<,+ p.Mo-b y/?o) =. O, 
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Mais on a [l re Partie, condition (t) 5 )] 

j.(p,-T) + ap(p,T)>o. 

L’égalité précédente devient donc 

045) al Q -\- 0/ii o + y/i Q = o. 

Les égalités (i 48 ) et(i 4 q) s’établissent alors comme dans le cas précédent; Ponde 
considérée ne peut persister que si elle est, par rapport aux composantes de la 
vitesse, d’ordre supérieur au premier. 

Dans le cas où le fluide est compressible, la densité variant d’une manière con¬ 
tinue sur la surface <x, il doit exister une grandeur R 0 telle que l’on ait, en tout 
point de la surface 7, 


(i 5 o) 


à(pi-pi ) 

O# 


y- Ko» 


à(p,— p,) 


ày 


= 6H 


0> 


0 (p i— p,) 
Os 




o> 



En vertu des égalités (i 48 ) et (i 5 o), l’équation de continuité 

dp dp dp dp (du , di f d*v\ 

+ v + d^ + i^)-° 


donne, en tout point de la surface 


(i5i) (au h-(3i» — Dl»)K 0 "O. 

La température étant également continue sur la surface o-, il existe une grau* 
fleur 0 O telle que, sur cette surface, 


<J(Tt — T|) __ ^ oci\-r t ) 

-___-— - 


( 152 ) 


dx 


ày 

d(Ti —T t ) 
dt 




-F- — o* 



Supposons, d’abord, le fluide bon conducteur . 

De part cl d’autre de la surface <r, traçons (flg> i 4 ) deux surfaces a-,, 7*, 
parallèles à or et situées à une distance h de 7 . Sur la surface <r prenons une 
aire MN = A; par le contour de celte aire, élevons des normales à la surface $■; 
ces normales découpent sur la surface une aire M|N, et sur la surface une 
aire Pendant le temps dt, le fluide qui se trouve à l’instant / dans le 

volume M,N|M a Ni (ou a) dégage une quantité de chaleur ). dt } (pii s’obtiendrait 
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en faisant la somme, pour tous les éléments de ce volume, de la quantité f/Q 
donnée par l’égalité (go). 

Fig. i$. 



D’autre part, en désignant par À* lé coefficient de conductibilité calorifique du 
fluide, cette quantité de chaleur est donnée par l’expression 


J 0n a 

dS> étant un élément de la surface M, Ni i\l 2 N., qui entoure le volume a et n„ la 
normale de l’élément d S vers l’intérieur du volume a . Nous avons donc 


(i53) 



OT 

dn a 


d S. 


Cette égalité est générale. 

Faisons maintenant tendre h vers o et cherchons la forme limite de l’éga¬ 
lité (i 53 ). 

L’égalitc (go) de la première Parlie permet d’établir immédiatement que \ est 
de l’ordre du volume a et tend vers o avec h . 

L’intégrale qui figure au second membre sé compose de trois parties : 

Une première partie, relative à l’aire latérale M,N|M>N2, tend vers o avec /<. 
Une seconde partie, relative à l’aire M,N|, a pour limite 



Une troisième partie, relative h l’aire M 2 No, 


a pour limite 
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Si nous tenons compte des égalités (i5a), nous voyons que Pinlégralc 

r dT . C 

! k ôn ° P 0l,r J et que la forme limite de l'égalité (i 53) est 


/.•0 O <A? = o. 

J/aire A étant une aire quelconque prise sur la surface <r, il revient au môme de 
dire que Pou a, en tous les points de la surface <r, 

(i5/|) 0 O = o. 



Supposons maintenant que le Jluidè soit mauvais conducteur. La quantité de 
chaleur dQ dégagée dans le temps dt par chaque élément dm du fluide est égale 
a o. Selon Pégalilé (90) de là première Partie, celle condition s’exprime par 
Pégalilé 



Ç(f>, T) 

dT* 



dT 

dr 

* 


dt 

r+ T o» + 
Oz 




K 


En vertu des égalités (148) et (i5a), celte quantité se réduit à 


( 1 55) ( au ~b pv 4 - y il*— K>) 0 O = o. 

La démonstration des égalités (i54)et (i55) est évidemment valable pour tous 
les fluides, compressibles ou non, visqueux ou non; Pégalilé ( 154) suppose seu¬ 
lement que Ponde soit au moins du premier ordre par rapport à u, r, «r et p. 

En réunissant les résultats obtenus, nous allons être en mesure de répondre à 
cette question : 

Au sein d y uH Jluide visqueux en mouvement, peut-on observer une surface 
qui soit onde persistante du premier ordre pour l'une au moins des six 
quantités u } v , «v, p, H, T et onde d'ordre égal ou supérieur à 1 pouV les cinq 
autres? 

D. 
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Première section* — Fin ides incompressibles bons conducteurs . 

Les égalités (i48) cl (i4j>) montrent que là surface t est d’ordre supérieur au 
premier pour les composantes m, r, u» de la vitesse; les égalités (i 52) et (i54) 
montrent qu’il en est de même pour la température. Si la surface était onde du 
premier ordre pour l’un des éléments du mouvement, ce ne pourrait être que 
pour la pression IL Mais nous démontrerons au paragraphe suivant la proposition 
que voici : Si, en un fluide incompressible, Une surface * est onde au moins '.cl il 
second ordre pour //, v> iv, T, elle est au moins du second ordre pour la pression IL 
Admettant d’avance cette proposition, nous pouvons énoncer ce théorème : 

Au sci/i d’un Jluide visqueux, incompressible, bon conducteur, aucune 
surface ne peut être onde persistante du premier ordre pour l’un au moins 
des éléments du mouvement el d'ordre égal ou supérieur à i pour les autres . 

Deuxième section. — Autres fluides . 

Premier cas. — On n'a pas 
(k 56) Ob = </.u -h fiv 4- y\v. 

Dans ce cas, si le fluide est compressible, on a, en vertu de l’égalité ( 1 5 1 ), 
( 107 ) î\ 0 —o. 

Si le fluide est mauvais conducteur, on a, en vertu de l’égalité (t5 5), 

( 1 54 ) o. 

Dès lors, en vertu des égalités ( 148 ) et (i4g), la surface considérée est onde au 
moins du second ordre par rapport aux composantes //, v f w de la vitesse; en 
vertu des égalités ( 1 54) cl ( 1 5a) il en est de même par rapport à la température T ; 
enfin, si le fluide est compressible, en vertu des égalités ( 157 ) et (i5o) il en est 
de même de la densité p. 

Reste à savoir si l’onde considérée ne pourrait pas être du premier ordre par 
rapport à la pression FL 

Si le fluide considéré est incompressible, cela sera impossible en vertu de la 
proposition que nous avons déjà invoquée et qui sera démontrée au paragraphe 
suivant. 

Dans le cas où le fluide est compressible el où les actions qu’il subit ne sont pas 
newtoniennes, la démonstration de celte proposition nécessite quelques remarques 
préliminaires. 

Si, dans un certain domaine, la densité p admet, par rapport à j', 2 , t y des 
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dérivées partielles jusqu’à l’ordre n inclusivement et si ces dérivées sont continues, 
il en est certainement de même, en général, de la fonction À*; mais il n’csl nulle¬ 
ment certain qu’il en soit de môme de la grandeur A/j l’existence ou la non-exis¬ 
tence de ces dérivées dépend évidemment de la manière dont la fonction *j>(p, p', /*), 
qui est infinie pour r ~ o, se comporte pour les valeurs de /• voisines de o. Aussi 
avons-nous été amenés (I re Partie, Chap. I, § 4) à faire Piiyvothfse suivante : 

La fonction p', r) est d'une nature telle que la grandeur A,* admette 
par rapport à x, y y z 7 t des dérivées partielles continues jusqu'à Vordre n 
dans tout domaine où la densité p admet des dérivées partielles continues 
jusqu'à Vordre n. 

Dans tous les cas où cette hypothèse est justifiée l’égalité 

(i36) n + p* (A/ + A,) - p* 1 = o 

nous montre que, si, dans un certain domaine, en un fluide compressible, lu 
densité p et la température T admettent des dérivées partielles continues 
jusqu'à l'ordre //, il en est de même de la pression IL 

Dès lors, les égalités (ioô), (i5a), (i S/j) et ( 107 ) nous montrent que la surface ? 
est, pour la pression H, en un fluide compressible, une onde d’ordre supérieur au 
premier. 

Nous pouvons désormais énoncer la proposition suivante : 

En un fluide visqueux, il est impossible d'observer une onde qui soit du 
premier ordre pour certains éléments du mouvement et d'ordre au moins 
égal à 1 pour les autres, à moins que l'onde ne soit la surf ace de séparation 
de deux masses fluides qui restent les mêmes pendant toute ta durée du 
mouvement. 

Deuxième cas. — On a 

(i56) 3b — ait -f- fiv -r- ysv. 

Dans ce cas, si le fluide est compressible, l’égalité ( 1 5 1 ) est compatible avec 
l'hypothèse que R 0 est différent de o; si le fluide est mauvais conducteur, l’éga¬ 
lité ( 1 55) est compatible avec l’hypothèse que'0 o est différent de o; nous pouvons 
donc énoncer le théorème suivant : 

En un fluide visqueux, qui est ou mauvais conducteur, ou compressible, 
ou à la fois compressible et mauvais conducteur, on peut observer des ondes 
qui sont du premier ordre par rapport à certains éléments du mouvement et 
d'ordre supérieur au premier pour les autres. Les deux masses fluides que 
sépare une telle onde restent les mêmes pendant toute la durée du mouvement. 
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Une telle onde présente, pour les diverses espèces de fluides, les caractères 
suivants : 

i°< Fluides incompressibles et mauvais conducteurs. — L'ondè, du premier 
ordre pour'V et II, est d'ordre plus élevé pour uÿ v, «\ 

•>.° Fluides compressibles kt bons CONDUCTEURS. — L'onde, du premier ordre 
pour çj et II, est d'ordre plus élevé pour u y v> tu et T. 

3“ Fuui des coMHiKssi iïuks et mauvais CONDUCTEURS. — /Sonde, du premier 
ordre pour o, II et T, est d'ordre plus élevé pour u y u, tv. * 


§«■ 


Des ondes du second ordre var rapport.a certains éléments 

DU MOUVEMENT. 


Supposons qu’à l’instant au sein d’un fluide visqueux, une surface * soit 
onde au moins du second ordre pour les composantes //, r, iv.de la vitesse, pour 
la température T et, en outre, si je fluide est compressible, pour la densité 6. 
Quant à.la pression II, nous supposerons seulement, au début, que, pour elle, 
l’onde est au moins du premier ordre. Nous serons amène ainsi à démontrer un 
théorème invoqué au paragraphe précédent. 

* ’ • . * i 

La condition restrictive indiquée cri la P c Partie, au Chapitre I, § 3, est remplie 
dans l’hypothèse où nous nous plaçons* Nous pouvons donc faire usage des équa¬ 
tions du mouvement des fluides visqueux sous la forme qui à été donnée en cet 
endroit par les égalités (jé)» Cette forme n’est autre que collé qui est donnée en 
la présente Partie par les égalités (i35), avec les expressions suivantes dc^ x , <y v , q z 
[l rc Partie, égalités (58)] : 


00 


dX 

dx 


</x = (>•+{*) 4 

Ou dp /du t àv\àp. lOu dn‘\ dp. 

* dx dx ^ \dy * dx/dy \ds dx ) dz 9 


-f- 9 


f h 


( 158 ) 


/•> v àO dX 

+ pàv + 0^ 


4- 


( dv _^àu\dp dv dp /de div\ dp 

7)x ' dr) àx a dy à y \d^ h dy ) dz 


. 00 . dX 

/ /s = C> + f i) 55 + f *A... + 0 5ï 

. (** + *Lyj± + (*a + + 

H \0.v h Oz ) ,).v ^ \0y Oz) Oy Oz Oz 
. Ou Or 0n> 

0— -r- + -T- + 

àx dy Oz 
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s 

L’oncle <x étant supposée au moins du deuxième ordre pour //, i», iv, il existe 


dx* 


(«39) 


ûx* 


de celte surface 

un vecteur / 0 , 

//loj /i 0 

tel que l’on ait 

(h) 

= ** 4 , 

<>*(«*— «l) 

^ “ 

P*/., 

<>*("*—«o 

a! 

" 1 ) 

F 

; 

*— Py /o, 

<)’("J— «l) __ 

ds da? 

7 a/ o. 

3 . 

<;.!•<? K ■ ■ H /o 






= V*M o> 


* • * •» 



p et T étant continus, ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre, sur la 
surface oy il en est de même de X(p, T) et de t u(p, T), de sorte que les éga¬ 
lités (108) permettent d’écrire 

✓ 


| ( !x\—’ <]x \—[Mp> r)-hp.(p, 1 )] («A> 4 - ji/Mo-f” *+* T)/ ot 

(160) J — yjr t = [X(p. T) i^Cp.'TPJl (ct/ a + pm 0 --|.. y/#ô)P'-H T)«*o» 

( <h\ — <7=1 = [> (p, T) •+* f*(pt T)] (*/<> + j 3 //*o'+ 7/O7 


Les hypothèses faites sur u\ v } h* nous assurent que ÿx, Y y> Y z 'prient d’une 
manière continue au travers de la surface «r; les hypothèses faites sur p, jointes à 
ce qui a été supposé en la I rc Partie, Chapitre I, § 4 , nous assurent qu’il en est 
de même pour X/, X*, Y/, Y ef Z/, Z tf ; enfin, la surface <r étant onde au moins du 
premier ordre pour la pression fl, il existe assurément un vecteur P, tel que 


(161) 


d(IIj— II, ) 

àx 



d(IL — II,) 

ty 



ddL-II,) 

Ôz 



Dès lors, les équations (1 35 ) permettent d’écrire, en chaque point de la surface <7, 

l |P~P-(p.T) 4 -fi(p,T)](a/ 0 +p/H 0 + 7«o){« —^(p.T)/,, =o, 

(162) | { P — [).({>, T) + (A(p, T)] («/«,-}-p«» 0 + ■/«»)( P — p(p,T)m t — o, 

Ajoutons membre à membre ces égalités après les avoir multipliées respectivement 
par a, ( 3 , y et nous trouvons 

( 1 63 ) P — [X(p, T) + 2p(p, T)] ( a / 0 -1- £ w 0 -y 7/i 0 ) — o. 


Supposons, tout d’abord, que le fluide soit incompressible . Nous aurons identi¬ 
quement 






du» 


— o. 









Les égalités (166) cl (167) justifient le théorème suivant, déjà invoqué ou pré¬ 
cédent paragraphe : 

Au sein d'un fluide visqueux incompressible, une onde persistante, qui est 
au moins du second ordre pour les composantes u , <i> de la vitesse et pour 

la température T, est aussi au moins du second ordre pour la pression IL 

Supposons maintenant le fluide compressible . D'après ce qui a été dit au para¬ 
graphe J, Ja surface <r, onde du second ordre pour la densité p et la tempéra- 
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turc T, est aussi onde du second ordre pour la pression II; on a donc encore 

(i 65 ) I* = o, 

en sorte que l’égalité (iG 3 ) devient 

P-(f>, T) + T)] (aU+pnit + y/iç) = o. 

Mais on a [I 1 * Partie, condition ( 65 )] 

>.(p.T)+ 2 P(p»'l')>o* 

L’cgalité précédente devient donc 

(i 64 ) pni 0 + “/« 0 = o. 

Les égalités (164) et (i 65 ) étant ainsi établies pour tons les fluides visqueux, 
reportons-les dans les égalités (162) ; nous trouvons 

p(p,T)/ 0 -—o, ix(p,T)in 0 ~o, pifs, T)/<o — o, 

•T 

et comme on a [l r€ Partie, condition (62 bis)] 

P( pfT)>o, 

les égalités précédentes deviennent 

(168) / 0 =:o, m 0 - :o, n 0 = o. 


I)*aulre part, d’après ce que nous avons vu au Chapitre II, § 5 , il existe un 
vecteur 1 1 , tn î} ti\ tel que Von ail 


1 

<)*(«*— H1) 

dxdt 

= a/i, 

d)’ d^ 

= (5/„ 

d*(M* — i/,) 
de* d/ 

= 7 '»* 

(«69) j 

ôxOl 


d* ( l’i — (*,) 

dydt 


d*( i»i) 

d~ d/ 

= y/«n 


d* (<»',— «’,) 
dx dt 

= ««1. 

<<’i) 

dyôl 

= p/i„ 

d; d/ 

— y/*n 


ci si Ponde considérée est persistante, on a 


/, -H *)t> l 0 — o. 


(■ 7 °) { //,) 

di % 


+ Ob /j — o, 


m 1 H- •)!> /w 0 = °> 


dP 


-J- rr: O, 


W, -h )b/l 0 

d* 

_____- + 


Des égalités (1 5 c>)> ( 1G8), (169), (170) nous enseignent alors que toutes les 
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dérivées partielles du second ordre des différences (w2 — **•)*■ 0’*—**1)1 •'(**’*—R'i) 
sont milles sur la surface Si Ponde considérée est persistante, elle est certaine- 
ment d’ordre supérieur au second pour les composantes de la vitesse. 

Si le fluide est compressible, il existe deux grandeurs R 0 , R», telles que Ion 
ait, en tout point de la surface <r, 


07*) 


t __ÈL 1 — ** H 

du; 1 


0 > 


0 ! (pt—p ■) 

ày 1 


p» H 


0> 


d‘(P>'— £j) — fi.. U 


^(p,—pl) 


d* d.r 


y ce R 


01 


^(p,-p.) 

Ât* <)/ 


= / Mo, 


01 


<•*■> Tbi £a =“ li ” 


à*(p\ — Pi) _. 3 |> 


^( pt — Pi) 

t >3 ()/ 


y».- 


Jin otilre, si l’oiidè est persistante, 


(<7 3 ) 


K, + K,= o, f)î —H, -o. 


L’équation de continuité nous enseigne que l’on a identiquement, en tout 
point, 

dp à d 


(■74) 


K = 3f + èP' , + W<”' + 5ï î> "' = 0 ' 


partant 


dK 

Ôæ 


^ o 


dK 


= o 


dK. 

ôz 


= o. 


ce qui permet d’écrire, en tout point de la surface c?, 


d(Kj— K, )_ d(K i -K,)_ 

ûx ~~ 0 * dy “ 0 


d(Kj— K,) 


~ O 


ou bien, en vertu des égalités (171), (■ 7*a)î (* 73 ) et (174)1 

(cf.u -f- < 3 r 4- y«i' — Pb)Il 0 a = 0, 
(oui -h (3 <>4 -y«'~ Po)R 0 |3 — o* 

(«// 4- j3u -f- yir — ?&)Ü 0 y = °> 

égalités qui donnent 

(176) (eut 4 - ( 3 r 4 - yn* — *X>) R 0 = o. 
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Il existe deux grandeurs 8 0 , 8 , telles que, sur la surface <r, 


I 

f d‘(T, —T|) 

— «* 00, 

d*(T,—T,) 


d'(Tj —T,) 

<J 3 ‘ — t w o, 

1 

(176). j 

du;* 

dr‘ ~ 

• 



d* (Tt-TO 
Oj'às 

= py0 Ol 

d*(T*-—T,) _ 
dz dx 

ya8 0 , 

d‘(T 1 -T,)_ , 
du? dy ^ °* 

( I 77) 

d’(T,— T,) 
dxdt 

= « 0„ 

d’(T,—T,) _ 
dj>’ d* 

,8 9., 

d*(Tj—T,) 
d;d< 


En outre, si l'onde est persistante, on a 


(178) e,+ 3ô8 0 =o, — (T ^ - T« ) + g6e, = o. 

Considérons la relation supplémentaire [I rc Partie, égalité (94)] cl supposons 
d’abord lè fluide bon conducteur : 


*(p.T)>o. 

Elle nous donnera, en tout point de la surface <7, 


*-( Pf T)A(T t ^T I ) = o 


ou, selon les égalités (176), 


ou enfin 


(^9) 


A (p, T)8 0 = o, 


0n- O. 


Supposons, au contraire, le fluide mauvais conducteur : 

A’(p,T) = o. 

Nous aurons, en tout point, 

> o v i T d*Ç /dT t dT dT dT\ 

(,8o) J = E Pjp^ 3 : ;»+ç''-i-3 î »'+ î iJ 

T 4 d*Ç (du de dtv\ 

~K P orT ? + dy + Th ) 

. Mp.T) (Ou O? , Oivy 

+ ~~k~ {dï + ôï + Jï) 


( àv dw 

Os + Oy 


dmV (dw , d/A* (du 


) + 


«y (Ou di-yi 

V + \ày + àæ) J - 


.0, 


D. 
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parlant 
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das~°> ûy ^ °' ùz~ 0> 


cc qui permet décrire, en tout point de la surface «r, 


à(Jj-Ji) _ 

ôx ■ 


0( J,-Ji) 


= Oj 


à (h-h) 


Si Ton observe que la surface <x, onde du second ordre pour p et T, est d’ordre 
supérieur au second pouru, u, w, on voit que ces égalités deviennent 

■ d'( t,-T t ) • d g (T« —T») , n . dMT^T t ) d’ÇT,-/!’,) _ 

dx* Oxôy ôx Oz OxOl 9 

„ d*(Tj— T|) f . d > (Tj— T t ) t n .d»(T t -T t ) , ^-T,) _ 

Oyôæ ôy l * d/ds dy d£ ' * 

^(Ta—T,) dMT^TQ dMT.-TQ f d^T^T,) - * 

Oz dx Oz ôy dz* Oz Ot 5 


ou bien, en vertu des égalités (176), (177), (178), 

(oc u pv -t- y«r — Dï»)0 o a = 0 , 
(an -h */u» — )b)e o j 3 —o t 
{eut *+• (iv yw — Ob)0 o y no. 

Ces égalités donnent 

(f81) {eut$v-ï-ysvo. 

Discutons les diverses égnlite's obtenues. 


Première Sectiox. — Fluides incompressibles et bons conducteurs• 

L’égalité (179)5 jointe aux égalités (176)) (*77)1 ( 1 7^)» nous enseigne que la 
surface o est onde d’ordre supérieur au second pour la température T, comme 
elle l’est déjà pour les composantes u f v, \v de la vitesse; si donc elle pouvait 
être du second ordre par rapport à quelque élément du mouvement, cc serait par 
rapporta la pression II; mais* au paragraphe suivant, nous démontrerons qu’elle 
est, au moins, du troisième ordre par rapport à la pression fî ; nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : 

Au sein d } un Jluidc visqueux, incompressible et bon conducteur , on ne 
peut observer aucune onde qui soit du second ordre par rapport à certains 
éléments du mouvement et d 9 ordre au moins égal à 2 par rapport aux autres 
éléments . 
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Deuxième Section. — Autres fluides . 

Ici, nous devons distinguer deux cas. 

Premier cas. — On n } a pas 



(i 56 ) 3 b = au 4 - fiv 4- yw*. 

Dans ce.casÿ l’égalité (i81) donne l’égalité 
(•79) 00 nr o f 

même si le fluide est mauvais couducléur. Les égalités (176), (177), (178) mon¬ 
trent alors que la surface <r est, pour la température T, une onde d’ordre supé- 
rièur à 2. 

Si le fluide est compressible, l’égalité (175) donne 


Ro— 

ce qui, moyennant les égalités (171), (172), (173),. montre que la surface <7 est 
une Onde au moins du troisième ordre pour la densité p. 

II reste à examiner si l’onde ne peut pas être du second ordre par rapport à la 
pression 11 . Que cela soit impossible pour un fluide incompressible, nous en 
sommes assurés par ün théorème qui sera démontré au paragraphe suivant*, si, au 
contraire, le fluide est compressible,* nous savons, par ce qui a été dit au §1, que 
la surface </, onde au moins du troisième ordre pour la densité p cl la tempéra¬ 
ture T, est, au moins, du troisième ordre pour la pression IL 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

En aucun fluide visqueux on ne peut observer une onde qui soit du second 
ordre par rapport à certains éléments du mouvement et d'ordre àii moins 
égal à 2 pour les autres, à moins que les deux masses fluides séparées par 
cette onde ne demeurent les mêmes pendant toute la durée du mouvement . 


Second cas. — On a 


(1 56 ) 3 L — «« 4-(3 u -f-yu\ 

Dans ce cas, si le fluide est mauvais conducteur, l’égalité (181) peut être véri¬ 
fiée, bien que 0 O diffère de o; si le fluide est compressible, l’égalité (170) peut 
être vérifiée, bien que R 0 diffère de o. 

Nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes : 

Si un fluide visqueux est ou mauvais conducteur, ou compressible, ou à la fois 
mauvais conducteur et compressible, on peut y observer une onde du second 
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ordre par rapport à certains éléments du mouvement, d'ordre supérieur à 2 
pour les autres éléments et qui, pendant toute la durée du mouvement, sépare 
les mêmes masses fluides. 

Pour les diverses catégories de fluides visqueux, cette onde présente les 
particularités suivantes : 

Fluide visqueux, incompressible et mauvais conducteur. — Du second ordre 
par rapport à la température T et à la pression II, l’onde est au moins du 
troisième ordre par rapport aux composantes ü y v, w dè la vitesse. 

Fluide visqueux, compressible et bon conducteur. — Du second ordre par 
rapport à la densité p et à là pression II, l’onde est au moins du troisième 
ordre par rapport aux coniposantes u, v, iv de la vitesse et à la température T. 

Fluide visqueux, compressible ex mauvais conducteur. — Du second ordre 
par rapport à là densité ç } à la température^ et à la pression ü, Vonde estait 
moins du troisième ordre par rapport aux composantes u> \v de la vitesse. 

§ 3. — Des ondes du troisième ordre par rapport a certains éléments 

du mouvement. 

Continuant notre analyse, nous allons supposer que la surface <r est au moins 
onde dû troisième ordre relativement aux grandeurs 

u y i», Wy p, T* 

En ce qui concerne la pression TI, nous supposerons seulement qu’elle est au 
moins du second ordre. 

Selon les lenimes de M. Hadamard, énoncés et démontrés au Chapitre précé¬ 
dent, les dérivées du troisième ordre (u 2 — — Wi) s’expriment 

toutes, sur la surface cr, au moyen de quatre Vecteurs (l 0 , m 0 )/io)> (A» #*1 )/*i)j 
(l 2} m 2i n 2 ) y (/ 3 , m Zy n 3 ). Si l’onde <r est persistante, on a 

/, + Iq ~ O, /j -H ùls If ~ O, /j + ^ l\ — o, 

m% -i- 9 Lm 0 = o, m t -f- w, = o, m z -f- dT>m t = o, 

/*, -b = o, «i -h = o, /i 3 -h o. 

il suffira de démontrer que * 

(182) / 0 ~ o, m 0 — o, n 0 i=o 

pour prouver que toutes les dérivées partielles du troisième ordre de (it 2 — u 1), 
(u 2 —u,), (u» 2 — u»,) sont milles sur la surface <j, et que celle-ci est une onde 
au moins du quatrième ordre pour les composantes it 9 v } \v de la vitesse. 
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Toutes les dérivées partielles du second ordre de la différence (II*— H t ) s'expri¬ 
ment, sur la surface <x, au moyen de trois quantités Po> P|> liées par les rela¬ 
tions 

P,-t- m\=o, P,+ ^P t ~o. 

11 suffira de prouver que l'on a 

(i 83 ) l\=o 

pour démontrer que Ponde <? est au moins du troisième ordre par rapport à la 
pression II. 

Considérons les équations, vérifiées en tout point du fluide [égalités ( 1 35 ) 
et (i 58 )], 


dx 


- P(X,+ X.- y*) - a + P> ^ - P ~ 0g 

__ df* d/x / du ^ de\ dp / du { dm\ dp __ 

2 d# d.r \dv d^/dr Vds dxjdz 0> 


•. 


En différeniiant la première de ces égalités par rapport à la seconde par rap¬ 
port à y et la troisième par rapport à z , nous obtenons trois nouvelles égalités, 
vérifiées en tout point du fluide, et qui sont 


(i84) 


d*n 

dx- 
d* H 

V 

d*n 


vd*0 v . 

+ + - 


O, 


(>.+P) 


iPO 

dy' 


/•> 


U A 


Oi 


O, 


les ... désignant des termes qui varient d'une manière continue lorsqu’on traverse 
la surface <r. 

Ces égalités montrent de suite que l’on a, sur la surface < 7 , 

11 * 0 — P>(p»T) -+- p(p,T)] (ot/ 0 + P»»0+ y«»){«* — |*(p,ï)«/ 0 = o, 

(« 85 ) {Po- [X( P ,T) 4 - fi(p, T)] («/,+ y«,)|p*- f*(p,T)p/,= o, 

|P«— [^(p»T) + fi(p,T)](«/ 0 4 -p»i 0 4 -y« 0 ){y* —(*(p,T)y/* —o. 

En ajoutant ces égalités membre à membre, on trouve l’égalité 

* 

(186) P 0 ~ P‘(PiT)H-ajA(p > T))(«/ 0 4 -pin # -t-yrt#) = o. • 

Supposons d’abord que le fluide soit incompressible. 

Nous avons, en tout point, 0 —o, parlant AO = o, ce qui donne, sur la surface 


(• 87 ) 


al 9 + (5«i 0 4- y« 0 = <>• 
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Inégalité (i86) devient alors 
(i 83 ) P 0 —o. 

D’où le théorème suivant, invoqué sans démonstration au paragraphe précédent : 

Au sein d } un fluide incompressible, une onde qui est au moins du troi¬ 
sième ordre par rapport à «, v, \\> et T, est aussi au moins du troisième 
ordre par rapport à IL 

Si le fluide est compressible, nous savons, par ce qui a élc dit au § i, que la 
surface ô-, onde au moins du troisième ordre par rapport à p et à T, est au moins 
du troisième ordre par rapport à II j nous avons donc Légalité (k 83 ). Mais, d’autre 
part, nous avons l’inégalité [I rc Partie, inégalité ( 65 )] 

?.(p/f) 4~2pt(p,T) >o. 

Les égalités (i 83 ) et (186) nous donnent alors Légalité (187). 

Les égalités (i 83 ) 'et (187) étant vraies eii toutes circonstances, les égalités (1 85 ) 
donnent 

(182) io = o, m 0 = o, n 9 —'o 9 

car on a [I re Partie, inégalité(62 bis)] ‘ 

L(p* T )>°- 

L’onde considérée est donc au moins du quatrième ordre par rapport aux com¬ 
posantes u y v y iv de la vitesse. 

Sur la surface or, toutes les dérivées du troisième Ordre de la différence (p 2 — o,) 
s’expriment au moyen de quatre grandeurs R 0 , II,, R 2 , R 2 , liées par les relations 

(188) U, + ^R 0 ~o, R,H- $t>R, — o, Rj4- a)î>R|=^ o. 

L’égalité R 0 = o enseigne que la surface 0* est onde au moins du quatrième 
ordre pour la densité p. 

Si le fluide est compressible, on a, en chaque point cl à chaque instant, 

* 

do à à à 

à ( dp ô d d \ 

4 U + 3ïP" + 3/ p, ' + 3.- p,, 7 = 0 ' 


et, par conséquent, 
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ôt 


Af> u 




, , . désignant des termes qui varient d’une manière continue ait travers de la 
surface'?. 

On en conclut sans peine, en vertu des égalités (i88), que l’on a, sur la sur¬ 
face ?, 

(189) (<zu-hpv — 0fc)K o =- o. 

Sur la surface ?, les dérivées du troisième ordre de la température T.s'expriment 
au moyen de quatre quantités 0 O > 0f, 0*, ©3, liées par les relations 

(190) 0,-t-Dt0 o =O, 0 j- 4 -^t>0,=: o, 0 3 4 -j)O0,~:O. 

Si l’on a 

(19O 00 = 0, 

l’onde considérée est au moins du quatrième ordre par rapport à la tempéra¬ 
ture T. 

Supposons d’abord le fluide 60/1 conducteur . En tout point et à tout instant 
sont vérifiées la relation supplémentaire [l re Partie, égalité (94)] ut aussi les 
égalités que l’on obtient cii dilTércntiant celle-ci par rapport à x } ou à y 1 ou 
à z . Ces dernières égalités peuvent s’écrire 

A--(p,t)^AT + ... = o > 

/•(p, T)^AT + ... = o, 

*(p,T)A AT + ... = o, 


les ... désignant des ternies qui varient d’une manière continue au travers de In 
surface On en conclut sans peiné que l’on a, sur la surface 

«0 o =;o, J 30 o =o, y ©0 = o, 

ce qui entraîne l’égalité (191). 

Supposons maintenant le fluide mauvais conducteur . L’égalité (180) est vé¬ 
rifiée en tout point et à tout instant; il en est de môme de l’cgalilé 


AJ =. o 



1.62 

qui peut s'écrire 
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E^.('4 4T+ "i AT + "'E 4T+ S 4T ) + - = 0 ' 

... désignant un ensemble de termes qui varient d’une manière continue au tra¬ 
vers de Ja surface or. On en conclut, en vertu des égalités (190), que l’on a, en 
tout point de la surface or, 

(192) (au 4 -p p -Hyiv — &>) ©o~o. 

La discussion s’achève alors comme au paragraphe précédent et conduit aux 
conclusions que voici : 

Au sein d’un fluide visqueux, incompressible et bon conducteur* on ne peut 
observer aucune onde qui soit du troisième ordre par rapport à certains élé¬ 
ments du mouvement et d’ordre ait moins égal à 3 pour les autres éléments . 
Au sein de tout autre fluide visqueux, ort peut observer une telle onde . 

Si te fluide est incompressible et mauvais conducteur * cette onde est du troi¬ 
sième ordre pour T et II et d’ordre au moins égal à 4 pour w, p, \v. 

Si le fluide est compressible et bon conducteur, cette onde est du troisième 
ordre pour p et II et d’ordre au moins égal à 4 pour u> p, w et T. 

Si le fluide est compressible et mauvais conducteur* cette onde est du troi¬ 
sième ordre pour p, T et II et d’ordre au moins égal à 4 pour w, p* pp. 

Les deux masses fluides que sépare la surface de l’onde demeurent les 
mêmes pendant toute la durée du mouvement, car on a 

(193) & = ceii + ( 3 p -t-ytv. 

§ — Résumé des propriétés des ondes au sein des fluides visqueux ( ! ). 

On voit sans peine que les déinonstralions données aux §§ 2 et 3 s’étendent de 
proche en proche et s’appliquent aux ondes de tous ordres. Si l’on réunit alors ce 

qui a été dit dans le présent Chapitre aux résultats obtenus au Chapitre I, § H* 

* 

on parvient à des théorèmes entièrement généraux au sujet des ondes qui peuvent 
persister en un fluide visqueux. Ces théorèmes s’appliquent même aux surfaces de 
discontinuité pour certains éléments, surfaces qui sont des ondes d’ordre o par 
rapport à ces éléments. 

(*) Des ondes qui peuvent persister en un fluide visqueux (Comptes rendus, 
t. GXXXIH, 1 j octobre 1901, p. 679). 
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Voici ces théorèmes : 

Théorème I. — Au sein d'un fluide visqueux, incompressible et bon con¬ 
ducteur, i 7 ne peut persister aucune onde, quel qu'en soit Vordre par rapport 
aux divers éléments du mouvement. 

En toute la massed'un tel fluide et pendant toute la durée du mouvement, 
sauf peut-être à un instant isolé, u , u, tv et T sont des fonctions continues et 
analytiques de x } y , z, l. 

Théorème II, Ait sein d'un fluide visqueux qui est ou compressible, ou 

MAUVAIS CONDUCTEUR, OU A LA FOIS COMPRESSIBLE ET MAUVAIS CONDUCTEUR, OU pCUt 

observer des ondes persistantes . 

Si le fluide est incompressible et mauvais conducteur, une onde d'ordre n 
par rapport à T et à T f est au moins d'ordre {n -H >) par rapport à u\ v, w. 

Si le Jluide est compressible et bon conducteur, une onde d'ordre n par 
rapport à p et à II est au moins d'ordre (n +1) par rapport à U , v } tv et h T. 

Si le (laide est compressible et mauvais conducteur, une onde d'ordre n par 
rapport à p, à T et à II est au moins d'ordre (n +-1) par rapport à a, û, tu. 

Théorème III. — La vitesse de déplacement de l'onde est égale, en chacun 
des points de celte onde, à la projection de là vitesse du fluide sur la normale 
à l'onde : 

ùL = u u -f- |3 v -f> yu\ 

Les ondes partagent donc le fluide en masses qui demeurent les mêmes fen¬ 
dant toute la durée du mouvement. 

Au sein de chacune de ces masses u } r, tu, p, T, Il sont des fondions conti¬ 
nues ci analytiques de x f y, z, t. 


CHAPITRE IV. 

DKS OiXDKS DANS LKS FLUfDKS PARFAITS. 


§ 1 . — Quelques propriétés thermodynamiques des fluides 

sans viscosité (*). 

» 

Dans ce Chapitre, nous nous proposons d’élmlier les propriétés des fluides 
parfaits, c^st-à-dirc des fluides pour lesquels les deux coefficients de viscosité 


( 1 ) Sur les chaleurs spécifiques des fuides dont les cléments sont soumis à leurs 
actions mutuelles (Comptes rendus , t. CXXXII, u février 1901, p. 29*2). 

1 ). 


'Jt2 




I <>4 

sont identiquement nuis : 
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).(p,T) = o, f*(p, T) = o. 

Nous exposerons d’abord quelques considérations sur les coefficients calori- 
fiq nés de ces fluides/ considérations qui nous seront utiles ensuite. 

Dans une modification réelle ou virtuelle où la densité p et la température/T 
varient de 3 p, £T, la masse élémentaire dm dégage Une quantité de chaleur dQ 
que donne l’égalité (8a) de la prelnièrc Partie, à condition d’y supprimer le tra¬ 
vail dx v dxa des actions de viscosité; nous avons donc 


<« 9 i) 

La quantité 
(* 9 ù) 


( <>*<(?> TK . .A 

dQ ~v\ OpJf d? ~*~ OP **)' 


T d*Ç< ? , T) 
E OP 


c(?> T) =---■£ 


est [l rc Partie, égalité ( 84 )] la chaleur spécifique à densité constante du 
fluide. 

Selon le postulat de Helrnholtz y cette quantité est essentiellement positive : 
(196) O o, —^— <0. 

D’autre part, en tout point non situé sur une surface de discontinuité, nous 
avons [ï rc Partie, égalité (^ 5 )] 

(.97) n + (v’(A,4- A.) -p - ( ^ = o. 


Nous allons écrire cette dernière condition sous une forme un peu différente. 
Considérons les fonctions ^/(R, cc y y } z s <), *W(R> 3 , 0 » définies en 

la I re Partie, Chapitre I, § 4 . 

Nous aurons 

A/(.r, /, z, /) = X ( (f>, iVi y, z-, /), 

A e ( y y z > 0 ^ *W(P» y y t) 


L’égalité (197) pourra alors s’écrire 

(198) n + z, 0 + -Mp. #1 y» s» 01 — = o. 

Cette égalité peut s’interpréter. 

Supprimons toutes les parties du fluide qui sont contiguës à l’élément dm ; 
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mais, aux corps extérieurs qui exercent l’action /)* adjoignons ' 

d’autres corps exerçant précisément une action égale à c\>/(p, y % 0* Pour 
conserver à l’élément sa densité et son état de repos ou de mouvement, il 
faudra appliquer à sa surface une pression II donnée par l’égalité (198). 

Supposons ces corps extérieurs fictifs choisis de telle manière que la forme de 
la fonction A >*(p, oc^y % 3, /) demeure invariable. A des variations 2p, ST de la 
densité p et de la température T correspondrait mie variation SU de la pression II 
donnée par l’égalité 

( ,„) «I + , [a (•>;,+ I) + f (^' + % - P)] «P - P' $t*r = »• 
Posons 

( 200) J ( P) T, y, z, t) ~ p [2 - A,-. .1,,) + P ^ - ^r)] • 


L’égalité (i99) nous enseigne que si, clans la modification définie plus haut a 
laquelle cette égalité se rapporte, la température T demeure invariable, la densité p 

augmenté de , avec 


( 20 !) 



tandis que si la pression II demeure invariable, la densité augmente de 
avec 



(202) 


dp\ _ ,o* d l K 

c/T/|j~ J dp dT 


Au sein d’un fluide qui est en étal d’équilibre stable, on a ( l ) 


(203) 


J >0. 


Toutes les fois que celte inégalité est vérifiée, est positif cl est de 

signe contraire a (£)n- 

Considérons une modification du genre de celles que nous venons de définir et 
ou la pression II garde une valeur invariable; p croît de selon les éga- 


(i )-Sur la stabilité de l’équilibre d’une masse Jluidc dont les éléments sont soumis 
à leurs actions mutuelles [ Journal de Mathématiques pures et appliquées . 5* série. 
I, III, p. 17,f; condition (G 3 ); 1897]. 
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lités ) cl (iy 5 ), la quantité de chaleur dégagée par l’élément dm dévient 



ou bien, en vertu de l’cgalilé (202)» 


(30.'») 




en posant 


'n 


r 


( 20 ») C(p, T, a ,y, z, l) — c(p, T) + - 


b* I > -i't y t z, t ) 


0?d T J ‘ 


La quantité t»(p, T, dc,y } s, /) peut, en vertu dé l’égalité (204)* être regardée 
comme ta chaleur spécifique à pression constante de l’élément dm ; elle diffère 
de. la chaleur spécifique à densité constante par un caractère essentiel ; pour la 
connaître, il ne suffit pas de connaître la densité p et la température T an sein de 
l’élément dm ; il faut en outre connaître la disposition et l’étal des corps dont 
proviennent les actions extérieures, la figure du fluide et la distribution des 
masses au sein de celle figure. 

Si la condition de stabilité (203) est satisfaite, la chaleur spécifique à 
pression constante C(p, T, x,y, 5, t) est, en chaque point, supérieure, à la 
chaletir spécifique à densité constante. 


Considérons une des modifications pour lesquelles est écrite l’égalité (199) cl 
supposons qu’elle constitue, pour l'élément dm , une modification isentropique. 

L’entropie c(p, T) dm de l’élément dm est définie par l’égalité [I rc Partie, éga¬ 
lité ( 85 )] 


<7(p,T) = 


1 d Ç(p, T) 
K ÛT ’ 


On a donc, en une modification isentropique quelconque, 


(206) 


. <n(p/r)* r 

~dZW~ è ' J + - ,u = °* 


«rr 


Lntre les égalités (199) et (20G), éliminons $T et remplaçons âo par $ 11 . 

il/Q 

Nous trouverons, en tenant compte de l’égalité (200), 



(207) 
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ce qui peu! encore s’écrire 


f T . T p* / 0 *K VI ( dp \ _ « T 0 *S 
L K OP ^ K J \OùOT) J \rfll/g J K OP 


ou bien, en vertu des égalités (-201); (19$) cl (204)* 


(208) 


C(P,T, =, ')(^) o = «(f. T ) (m). 


égalité qui est la généralisation de la classique relation de Ileech . 

La relation (206), qui exprime què la niodilication est isen tropique; peut s’écrire, 
en vertu de l’égalité (202), * • * 


3T =-: 


(±) 

Ur/n, 


_4 d*ç 
p 0 T l 


ou bien, en vertu de l’égalité (iq 5 ), 


TJ (%) 


Mais ici ^ ; si donc on tient compte des égalités (201) et (208) 


et si l’on remplace ST P ar on trouve l’égalité 


(<n\ =_ 1 _. 

v/H/o ■ KC(p,T f a-,y,s, /) VfT/ll 


ce qui est la généralisation d’une relation due à Joule. 

Ainsi, toutes les lois que l’on démontre* en Thermodynamique élémentaire, pour 
un fluide soumis uniquement à une pression normale et uniforme, s’étendent à 
un fluide dont les éléments exercent les uns sur les autres des actions quelconques, 
newtoniennes ou non. Mais tandis que, dans le premier cas, ces lois sont générales, 
elles ne s’appliquent, dans le second cas, qu’à certaines modifications virtuelles 
définies d’une manière.particulière, à savoir celles pour lesquelles il est permis 
d’écrire la relation (199)* 

Malgré le caractère abstrait et, semble-t-il, purement artificiel, des considé¬ 
rations que nous venons de développer, notis allons en reconnaître l’intérêt par 
l’étude de la propagation des ondes au sein des fluides parfaits. 



p. nu hkm. 



§ 2 . 


Propagation des ondes au sein des fluides parfaits. 
Emploi des équations d'Euler. 


La propagation des ondes dans les fluides parfaits a déjà fait l'objet de recher¬ 
ches extrêmement importantes de la part d’IIugoniot (*); c'est à celte occasion 
qu’ont été imaginées les méthodes développées aux Chapitres II, III et IV du pré¬ 
sent écrit. Toutefois, l'analyse d'Hugonîot est susceptible de certains développe¬ 
ments cl de certaines généralisations^ 2 ) que favorise singulièrement remploi des 
vecteurs de M. Hadamard. 

Cette étude de là propagation des ondes dans les fluides parfaits, peut se faire, 
comme l’a déjà observé Hugoniot, soit ait moyen des équations .hydrodynamiques 
dit es équations d'Euler') soit ail moyen des équations hydrodynamiques dites 
équations de Lagrange; nous allons employer successivement ces deux procédés, 
en usant d'abord des équations d’Euler. 

Pour obtenir lés équations d’Euler, il suffit de prendre les équations générales 
dé l’Hydrodynamique [I r * Partie, égalités (79)] et d’y annuler les fonctions X(j>,T),‘ 
p(p,T). Nous obtenons alors les équations 


(209) 


m 

dx 

dn 

oy 

du 

dz 


,, v (du du du du\ 

p(\,-4- \ t ) H- ? -h »- d ~ + V-Jÿ + ) 

p(Y,+ \.) + ^ æ Tf +,.' S ) = 

f 

r, . , ( div du» du» du*\ 

p(/ / + /< ) + p ^ ^ + «’ -jy. + »* jrj = 


= 0, 


o. 


~ O. 


A ces équations, il faut joindre 1 s équation de continuité 


(qio) 


dp à d d 

ti + ôït' t + TY r ’'' + d^"’=°' 


°y 


dans le cas où le fluide est compressible, la relation 


(* 98 ) 


H -f- p*[*W(p, -1 O + y y z , /)] — p 


,dÇ(p/ 


= o 


et, enfin, la relation supplémentaire , 


(*) Hugoniot, Mémoire sur ta propagation du mouvement dans un fluide indéfini 
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, série, t. IIf, 1887, p. 188, et i. IV, 
1888, p. 1 53 )* 

(*) Sur tes ondes longitudinales et transversales dans les fluides parfaits (Comptes 
rendus t 1, CXXX 1 I, 3 juin 1901, p. i 3 o 3 ), 
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Imaginons qu’une surface 1 soit onde persistante du premier ordre pour u, 
u, *v. Il existera un vecteur (/ 9} m 0> n 0 ) tel que, sur la surface t, 

d(«t- «i) 


(au) 


Ox 

d(>y— 

ôx 

à(tv t — u-,) 
Ox 


— a / ûf 

d(«j— «1) 

d/ " 

K, 

d(«t— «,) 
d- “ 

d(Mi — 

d* 

<,,) +3ô/ 0 

= «'«O! 

d(i’i — v, )_ 

Oy 

P '»0> 

d(i’j — i’i) — 

d; “ 1 "’•* 

d(i’* — 
d< 

—— -h i)o/n ( 

= *«oi' 

d(»’i— H’,) 

d/ 

P«o, 

d(«’j— u’,) — 

d ; ~ 

d(«*,— 

d< 

<r.) .. 

4 ** 


= o 


= O 


O 


Moyennant ces égalités, on a, sur la surface <r, 

1 


-( 


Ot/i t 0u t Ou j du* 

01 Ox Oy Oz 

Ou 1 0u l ôti x Ou 

ir + "^cf 


7 ) =(*« + pi»4-7«>— i)b)/ 0 , 


(212) ! 


di’j di’j 

__ 


(Oy, 

\ 0 l 


Ox 

0 k\ 


dv% , de t 

« ,a T 7 *+- «P-t- 

ôy Oz 


de * 

W'-r 1 + 

d# dy 


de t \ __ 

d* y “ 


(an (3 e -1- yu* — i)l>)/jt 


o> 


-( 


du» t 

d* 

QiVi 

Ot 


-t- 


4- 


do f j Oi\*ï Otv* 
tt ~t— 5 4 “ V.-TT 4 - «• 


d# 

J»*, 


dy 


d~ 

du 


dii'i 

« ~ 4 - i’-r - 5 4 - <*' , 
Ox Oy 0 


— (au 4- (3 e 4- ym — 0t>);i 0 . 


D’après ce que nous avons vu au Chapitre I, § 11 , la surface a, au travers de 
laquelle les composantes de la vitesse varient d’une manière continue, est onde au 
moins du premier ordre pour la pression ÏI et la densité p; il existe donc deux 
grandeurs P 0 V R 0 telles que l’on ail, en tout point de la surface or, 


2 l 3 ) 


ddl,-!!,) 

Ox 


= aP 


d(i i,-n 1 )_ 


°* Oy 

d(ff,— II.) 


(2l/|) 


f <?(P»~Pl) 

Ox 


*R 


09 


Ot 

à(p t — p,) 

Oy 


=pp.. 

+ Æl\=o, 


W-n,) _ 

d; -Z 1 »» 


= pn 


o> 


à(pi-p') _..u 
ds 


to> + *„„ = 0 . 


Moyennant les égalités (211) et (214), l’équation de continuité (210) montre 
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que l’on a, en tout point de la surface or, 

( 210 ) («11 4- jî p 4b y<v~ Dt) It 0 4- p(â‘/ # 4- (J/» 6 4- y/i«) = o. 


lin traversant la surface rr i les grandeurs X«-Ye,’ Z* varient certainement d’une 

manière continue; il est aisé de voir qu’il eh est de même de X/, Y/, Z/; si* en 

effet, on se reporte à la définition de la fonction ^(R, x\y % i, Y) donnée en la 

I 1 * Partie, Chapitre I, § 4 , on voit que X/, Y/, Z/ s’obtiennent en remplaçant H 

■ / ,\ i iR? <K> V, A • . > . • '.. 

par p(#, y, z % t) dans — — -j -> — —; or, d apres ce qui a été supposé en 

cet endroit, la continuité de o assure la continuité de — ~ • 

1 dcc oy uz 

Les égalités (209), (sua), (ai 3 ) nous montrent alors que l’on à, en tout point 

de la surface cr, 

IN>«4- p(«u 4 -( 3 v 4 -yiv-- 3 t)/ 0 ~ o, 

(216) PoP + p(«u 4 - jiv-hyiv — î)b)fli 0 =;o, 

IV/ 4- p(«n 4- -h y»*— *)«• =0. 


Les égalités (216) et (216) sont vraies aussi bien pour les fluides coinpréssibles 
que pour les fluides incompressibles, et cela, quelle que soit la formé de là relation 
supplémentaire. Discutons, tout d’abord, les conséquences de ces égalités. 

Multiplions respectivement lés égalités (216) par a, (ï, y et ajoutons membre à 
membre les égalités obtenues; nous trouvons l’égalité 

(217) P 0 4~p(«u 4- (3i»4-yiv —3b) (a/ 0 4-p/n 0 4- y/i 0 ) = o* 

D'autre part, multiplions respectivement les égalités (216) par / 0 , m 0i n 0 et 
ajoutons membre à membre les résultats obtenus. Nous trouvons l’égalité 

( 218 ) P 0 (*/*4- ?/U 0 4- y «o) 4- p(«fl 4 - Pu 4- yrn — (/{ 4- mj 4- /lj ) = O. 

Parvenus à ce point, nous distinguerons deux cas : 

Premier cas. — U onde > premier ordre par rapport aux composantes u , 

v, iv t/e /« vitesse, est d 1 ordre supérieur au premier pour la densité p : 

(219) R 0 =o. 

Ce cas e$/ évidemment le seul qui puisse se présenter en un fluide incompres¬ 
sible . - 

Les égalités (219) et(ai 5 ) donnent 

(220) «/ 0 4 - p»i 0 4-y/i 0 =o. 

Selon la dénomination introduite au Chapitre II, § o, l’onde est transversale. 
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L’égalité (217) donne alors 
'(aai) 1*« ~ o. 

U onde est d'ordre supérieur au premier par rapport à la pression. 

’ « 

Enfin, l’égalité (218) donne 


{229.) 3 T> — çui 4- fiv 4- */«r. 

Les deux masses fluides que séparé l'onde considérée demeurent les mêmes 
pendant toute la durée du mouvement. 

Moyennant les trois égalités (2i5), (217), (218), il est très facile (le voir que 
chacune des quatre égalités (21g), (220)* (221), (222) a pour conséquence les 
(rois autres. Donc, chacune des quatre propositions que nous venons d'énoncer 
entraîne lés trois autres. 

Deuxieme cas. — L'onde, du premier ordre par rapport aux composantes u y 
r, w de la vitesse, est aussi du premier ordre par rapport à la densité p. 

Daiis ce cas, on n’a pas. l’égalité (21g) cl, partant, on né peut*avoir aucune des 
trois égalités (220), (221), (222) ; en particulier, on n’a pas 


(221) 


Px= o. 


L'onde considérée est certainement du premier ordre par rapport à la 
pression . 

Comme on n’a ni Légalité (221), ni F égalité (222), les égalités (216) donnent 


( 223 ) 


lf 


a 


m © 

P 


«0 

7 


Selon la terminologie définie au Chapitre II, §8 , l’onde considéuée est longitu¬ 
dinale. 

Les égalités (21 5 ) et (217) donnent 

[(au + pv-hy\v— 3g)* H 0 — l\>] («4 + pm Q -i- /"o) = °- 


Dans le cas actuel, où aucune des égalités (21g), (220), (221) n’est vérifiée, 
celte égalité devient 


( 22 $) 




Elle fait connaître la valeur de 

D. 
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Pour pousser plus loin cl déterminer la valeur de j—y il faut faire usage de 

l’égalité (198) (ce qui est assurément permis, puisque ce second cas nè peut se 
rencontrer qu’en un fluide compressible) et de la relation supplémentaire, 

lin tenant compte delà définition de J, donnée parPégalité (200), l’égalité (198) 
nous, donne 


( 225 ) 


dll 'dp t t 0 , y ■’ % , à'K dï\ 

ÏÏÏ { ' X ‘ + ' X “ ) ~ (> üÏMdï^°- 


L’onde considérée étant au moins du premier ordre pour la température T 
(Chapitre I, § 11 ), il existe une grandeur 0 O telle qu’en tout point de la surface 


, À d(Tj — T,) 

(326) -— = « 9 0l 


<)(T, — T,) _ 


<>y 


PB 


0» 


d(T,-T,) 

üz 


~y0 ( 




Au passage dé la surface v, ^ ^ varie d’une manière continue comme p et T; 

selon les principes posés en la l re Partie, Chapitre I, § 4 , il en est de même de Xi f 

—> —r~^\ enfin, il en est assurément de môme de X e et de ses dérivées par- 
do Ox . * 

ticlles, parlant de J. Dès lors, les égalités (ai 3 ), (2i<{), (226), (22G) donnent, 

en tout point de la surface <r, la première des égalités 


(p. 
(p.- 


« 


f, 0o) « = 


JR„- 


JR, 


r dp à T 

p dp dT 


o, 


*^e„) 7 


O, 


= 0. 


Les deux dernières s’établissent d’une manière analogue. Ces égalités donnent 


(227) 


IL-JR. 




ûo à l 


77, ©o — 0. 


Parvenus à ce point, nous devons scinder notre deuxième cas : 

A. Le fluide est bon conducteur de i.v CHALEUR. —> Dans cc cas, selon des 
considérations exposées au Chapitre III, § I, considérations qui s’appliquent 
aussi bien aux fluides parfaits qu’aux fluides visqueux, on a 


(. 5 /,) 


0 A = o, 


fjoncle est d’ordre supérieur au premier par rapport à lu température . 
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L’égalité (227) donne alors 


Ha 


J, 


en sorte que l’égalité ('224) devient 


(328) 


( Du — a u — p e — y <r) 4 = J. 


Elle nous enseigne qïi’w/ié onde longitudinale du premier ordre ne peut per¬ 
sister qu'au sein d'un fluide ou la condition (2o3) est vérifiée . 

Selon l’égalité (201), l’égalité (228) peut encore s’écrire 


(228 bis) 


(De, — cf. u — (5 e — ym)* 


('m) T 


H. Le fluide est mauvais conducteur de la chaleur. — Dans le temps d/ y 
chaque élément drz dégage une quantité de chaleur égale à o. Selon l’égalité (90) 
de la I rc Partie, cette condition s’écrit 


, \ d'Kfà T dT 
( a29 ) dï* \dt + dx 


dT dt \ d*Ç (du dv dn\ 

U + dy * + ds ** ) ? dp d’V \ dx + dy + dz) °' 


Selon les égalités (ai 1) él (226), elle nous enseigne que l’ôn a, en tout point 
de la surface <7, , 

d*£ d*{ 

( 2 30 ) + + — ^)0 O — p^^p(«4^“P^ # o + y/< 0 ) = «• 

Comme 011 11’a certainement ni l’égalité (220), ni l’égalité (222), 0 O a une valeur 
finie et différente de o. L'onde considérée est assurément du premier ordre 
par rapport à la température. 

Les égalités (210) et ( 23 o) donnent 


/d*< 




rrî + 


dp jr ,{ °) 


4 - pe 4- y— Dt,) = o, 


ou bien, puisque l’égalité (222) n’est sûrement pas vérifiée* 


d*Ç„ à'K 

dT* 00 dp dT <0 _ °* 


L’égalité (227) devient alors 


A* 
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L’égalilé (22/j) devient donc 


(23l) 


( )X>— xu — $v )*= J 



' ■ \| y 

Selon le postulatum de Ilclmholu [inégalité (196)]) ^3 est assurément négatif, 

le second membre de l'égalité (» 3 i) est donc certainement positif, partout où la 
condition (tao 3 ) est’vérifiée., , 

Ën vertu.dei*égalité (207), l'égalité (tô i) petit s'écrire 


(282) (Do — au — jj(» — yu»)* 

En vertu de l'égalité (20?), l'égalité (232) devient 

« ■* 

V * 

( 233 ) (Df> — au — ( 3 r — yiv)* = 

L’égalité (* 54 ) s’applique, au sein d’un fluide bon conducteur, aussi bien à une 
onde transversale qu’à une onde longitudinale 5 il en est de méhie de l’égalité (227), 
si le fluide est mauvais conducteur et compressible; mais, dans ce cas, on a, en 
tout point d’une onde transversale, 

l’o Ko ^ 

en sorte que l’égalité (229) redonne 
(i5i) 0 o r=:o. 

On peut donc compléter ainsi qu’il suit ce que nous savons déjà des ondes 

TRANSVERSALES : 

Au sein d’un fluide bon conducteur, ou bien au sein d’un fluide com¬ 
pressible et mauvais conducteur; une onde transversale du premier ordre par 
rapport à «, v, \v est d’ordre supérieur à 1 par rapport à T. Au sein d’un 
/laide incompressible'et mauvais conducteur, elle peut être du premier ordre 
par rapport à T. 

Les diverses propositions que nous venons de démontrer louchant les ondes du 
premier ordre par rapport aux composantes //, v } \v de la vitesse s’établissent sans 
peine pour les ondes d’ordre supérieur au premier; les méthodes à suivre sont 


( 


» C(fr> T, a-,y, s, 0 
dp Y c(p.T) 


I 
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analogues à cel)cS;don.l nôu$ avons fait usage dans le cas des fluides visqueux, 
mais elles sont d’un emploi beaucoup plus simple. Nous laissons au lecteur Je 
soin dç les développer et nous nous bornerons à énoncer les théorèmes généraux 
que voici : 

w m T , * 

aide peu fait, soumisà des actions newtoniennes ou non, il 
peut persiste!' en général deux sortes d'onde d'ordre n par rapport aux com¬ 
posantes u } i 5 , iv de la vitesse {n étant au moins égal à 1). La première sorte 
est seule possible si le fluide ësl incompressible : 

i° Des ondes transversales. — Ces ondes sont au moins d'ordre (n 4- 1) par 

rapport à Ici densité et à la pression. Les deux masses fluides que sépare une 

telle onde sont les mêmes pendant toute la durée du mouvement, en sorte que 

• # 

la vitesse du déplacement de l'onde est donnée par la formule 


A u sein d'un fl 


(222) 


^ = 4 - P v 4- y»\ 


■ . . • ? . 

Enfin cette onde est au moins d'ordre (/i + 1) par rapport à T, à moins 
que le fluide ne soit incompressible et mauvais conducteur, cas auquel elle 
peut être d'ordre n par rapport à T. 

2 0 Des ondes longitudinales. — Ces ondes sont aussi d'ordre n pour la 
densité et pour la pression. 

Au sein d'un fluide bon conducteur, une telle onde est cm moins d'ordre 
(/t + i) par rapport à Ui température T et sa vitesse de déplacement est 
donnée par la formule 


(228 bis) 



Au sein d'un fluide mauvais conducteur, une telle onde est d'ordre n par 
rapport à la température T et sa vitesse de déplacement est donnée par 
la formule 


(233) 


(JL — au — p v — y «!•)* = 


1 C(p,T, .r,/, g, /) 


0 /n) t 


o(p, T) 


Cette dernière formule est la généralisation de celle que Laplacc a donnée 
pour la vitesse de propagation du son dans l’air. 

On remarquera l’analogie qui existe entre les résultats que nous venons d’ob¬ 
tenir pour les ondes d’ordre au moins égal a 1 par rapport à u, v, w cl les résultats 
(pii ont été énoncés, à la fin du § H cl aux §§ 9 et 10 du Chapitre 1, pour les sur¬ 
faces de discontinuité ou ondes d’ordre o par rapport à t», 
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§ 3. La méthode de Lagrange. — Considérations cinématiques. 

Les problèmes relatifs aux ' fluides parfaits peuvent être traités par Une 
méthode, distincte de la précédente, que'l’on nomme habituellement méthode 
de Lagrange* Vu l'importance des résultats que nous venons d'obtenir par la 
méthode dite d’Euler, nous allons chercher à les retrouver par la méthode 
dite de Lagrange . 

Nous allons tout d’abord rappeler quelques formules, de nature cinématique, 
obtenues par cette méthode. . 

Dans" la méthode dé Lagrange, chaque point matériel est déterminé par ses 
coordonnées a y b i c, à un instant 1$ choisi une fois pour toutes j les coordonnées 
x y y y z de ce même point matériel à l’instant / sont des fonctions continues et 
uniformes de a y b y c, t : 

I &z=:x(a 9 b, c, /), 

( 23 . 1 ) J J =/{<*> b>c, t), 

\ z —s.(a, b, c t l). 

Soit f(a y b y c, t) une fonction des variables «, b>c y l\ nous conviendrons d’em¬ 
ployer les notations suivantes : 

(l/=^y- du 4- ~ db -t- de 4- ~7 dt 9 
da db de dt 

à/ = ~fcla + ^ db -t- d J-dc. 

J da db de 

Selon ces notations, 

da — àa, db — &b, dc — &c. 

Ces notations nous permettent d'écrire, en vertu des égalités (a 34 ), 

. dx . dx . , dx . 

irrr r ^4- 1 riH- T - àc, 
da db de 

4 ,=gia + gi«.+-gic, 

. ds 4 dz K . dz A 

^ = -r û« 4“ üt> 4- t &c, 
da db de 

Posons 

dx dx dx 

da db de 

ây àj; ùy 

da db de 

dz dz dz 

da db de 





(236) 
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cl résolvons les équations ( 235 ) par rapport à Ar/, A&, Ac; nous trouverons, en 
faisant usage de la notation des déterminants fonctionnels, 


(**7) 


_ . . D(r, v) À D( 5 j#) 4 D(0\ >') A 

(£) Afï — TTTT—^ Aæ- H' fî77 —r A)' -f* ; w/ * . A Z, 
I)(o, c) I)(o, e) y I)(6| c) 

* 11 J)(r* s ) A 

® 44 = îhïtô) 4 * ++ nôdr) is ' 

(0Ac - n </, g ) Ar - »(g.» Ar . »(*.r) A . 

^ D(«,£) û + ])(«,£) ^ * J>(c, a) * 


Supposons que, résolvant les égalités ( 234 ) par rapport àa 3 b ) c i on exprime 
ces quantités en fonctions de x } y y z, ï t 


(238) 


a = a(x, y, z, t), 
b—b(x 3 y 9 z f t), 
c=c{x> y y z>t). 


Les égalités (237) nous donneront immédiatement 


(^9) 


Oa 

« I>(J. s) 

Oa 

1 I) (5, x) 

Oa 

I D(æ.J) 

Ox ~ 

“ cD \)(b, c)’ 

àj’~ 

(0 D(b, c)' 

ol 

CO I)(&, C-)’ 

âb _ 

1 J) (y; s) 

ôb _ 

\ I)(s,a?) 

Ob 

! J)(a\y) 

Ox 

CO I)(c, a)\ 

à y ~ 

lO J)(c, «)’ 

Oz 

' CO f)(c, «)’ 

Oc _ 

_ *d>(/»«) 

Oc _ 

I 1 )(S, 07) 

Oc 

_ 1 !>(.*, y) 

Ox 

tO 1 )(a, b) } 

“ 

(0 I) («,£)’ 

ôl 

CO I) («, b ) 


Considérons une certaine surface S(/), variable avec le temps /, tracée dans 
J’espace dès x>y } s. Son équation est 

( 240 ) <P(.r, y, z, t)=o. 


Si, dans cette égalité, on remplace x y y 3 z par leurs expressions ( 234 ), on 
obtient une nouvelle équation 

(5*4») ?(a 3 b 3 c 3 l) — o, 

qui est l’équation d’une surface s(l) 3 variable avec le temps t et tracée dans 
l’espace des a y £>, c. Les deux surfaces S(/), s( f) sont dites correspondantes . Les 
égalités ( 234 ) ou les égalités équivalentes ( 238 ) font correspondre point par 
point la surface S(f) et la surface s(l). 

En un point M de la surface S (/), la normale a pour cosinus directeurs a, J 3 , y 
et l’on a 
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Au point /«/correspondant du point M, la surface s(() admet une normale 
dont u, v sont les cosinus directeurs, et l’on a 


(a/,3) 


l 


d? 

Oà 


_ y- 


0? 

00 


5 ?? 

de 


lin vertu des égalités (a 38 ), les égalités peuvent s’écrire 


</. 


do Oa do Ob do de 
» ■ ^ | 1 ■ ■ - ■ ^ h ■ * ■■ — 

On ôx Ob Ox Oc ùx 


Oo Oa ‘ dçp Ob 0 9 Oc 
Oa Oy Ob Oy ' Oc ôy 


y 


0 <?da 0 <? Ob Oo Oc 
Oa Oz ObOz Oc Oz 


lin venu des égalités (ïiÿ) cl (a 43 ), ccs égalités prennent la forme 


M) 

où Ton a posé 


(*$ 5 ) 


* P _ l 

L “ Al “ N 


N 


Ëi^l) ) . «(•>’» «) „ . W>=) v 

l)(s, æ). D(s, *) I)(s, 

l)(d, c) *-** D(c, â)^ Ü(«, b) ’ 

- l) fay) , Pf-g.r) „ . » (g..>•) v 

l)(fr, c) **■ I)(c, n) f ^ I)(«, b) 


I. - 


AI 


Les formules ( 244 ) et (?- 45 ) permettent de calculer a, ( 1 , y lorsque l’on 
connaît )., u, v. 

La surface S(t) occupe la position S à l’instant t ( fig. ta) et la position S' à 
l’instant (t + dt) dans l’espace des x y y,s. Les points matériels qui, à l’instant 
(/ + ///), sc trouvent sur la surface S', se trouvaient, à l’instant l, sur la sur¬ 
face S' ( . 

A la surface S correspond, dans l’espace des a, 6 , c, une surface s. Aux deux 

surfaces S', S',, lieux, à des instants différents, des mômes points matériels, cor- 

» 

respond, dans l’espace des a y b y c } une même surface 5'. 

Soient M un point de la surface S et m le point correspondant de la surface s . 
La distance normale du point M à la surface S', comptée positivement dans la 



HKCHF.IlCHES SUIl !/llVonODYXASHQÜK 


1 79 


direction dont a, p, y sont les cosinus directeurs, sera désignée par Otdti'L a 
distance normale du point m à la surface comptée positivement dans la direc- 

Fig. i 5 « 



lion dont X, p, y sont les cosinus directeurs, sera désignée par n cil. Cherchons 
quelle relation existe entre n cl 0 X>. 

Sur la surface $?> prenons un point p voisin du point ni; si a f b,c sont les 
coordonnées du pôitil m, a + Art, b 4 - A 6 , c + Ae seront celles du point p . La 
projection du segment m/? sur la direction dont X, ja, v sont les cosinus directeurs 
sera précisément n dl. On a donc 


(240) 


n dl == y An •+* p àb -f- v Ac. 


Au point p correspond un point P sur la surface S et un point P| sur la 
surface S|. 

Les composantes de seginerit MP* sont A#, Aj', As, ces quantités étant lices à 
Art, A 6 , A c par les égalités (235) ou, ce qui revient au môme, par les égalités (287). 

Quant au segment P t P, ses composantes sont dt> dl> ^ dl . 

La projection du contour M P| P sur la direction dont a, p, y sont les cosinus 
directeurs doit donner précisément dX*dt. On a donc 

( 247 ) DZ> dl — (a —■ H- j 5 — + y -I- <* A.r + j 3 A/ + y À.-, 

lin vertu des égalités (237) et (a/fo), Légalité (246) peut s’écrire 


(248) 


/i rf/ ~ 


F, Ail? -h M A y -h X A^ 

io 


Jin vertu des égalités (244)) Légalité (247) peut s’écrire 

(•4o) (dï> —« 

D. 


à,v 

Tl 


g ày __ h A v + M A >' n ) ! 

1 ()/ ‘ - u • 


dl) 


U-t-MM-N* 


24 
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)8o 


(aoo) 


Les égalités (a' 48 ) cl (249) donnent 

ÙY 


dx A d y d«\ f (O* 

V° * 01 P ôl 7 Ot ) “ L* 4 - M* -J- N 1 " • 


Cette formule essentielle est due à Hugoniot (■). 

La niasse du fluide qu’à l’instant t contient une surface fermée S, tracée dans 
l’espace des x, y> z 9 a pour valeur 


/// 


t>{*> s, t)dædydo % 


l’intégrale s’étendant au volume qu’enclôt la surface S. Par le changement de 
variables que représentent les équations ( 234 ), cette intégrale devient 


( 25 !) 


J* J*fo{a, b, c, t) 00 (a, b y c , t) da db de. 


l’intégrale s’étendant au Volume enclos par la surface s y qui correspond à la sur¬ 
face S dans l’espace des a, b } c. 

Supposons que la première intégrale exprime la masse invariable d’une partie 
du fluide toujours identique à elle-même. La surface S variera avec f, mais la 
surface $ demeurera invariable, et il en devra être de même de l’intégrale (a 5 i). 

Donc l’intégrale (^ 5 i), étendue au volume que renferme une surface inva¬ 
riable quelconque s y tracée dans l’espace des à, b y c, garde Une valeur indépen ¬ 
dante de t. Il faut cl il suffit pour cela que l’on ait 


(2^2) 


— [p(a, b , c , t)&(a, b, c , O] = o. 


Cette égalité bien connue représente Véquation de continuité dans le système 
dit de Lagrange . 

On peut l’écrire plus explicitement 

o{a, b,c, t) . . t .d(Ü(a t b,c,l) 

(»(** 0 9 c, t) -b p(n, b , c, O--o 


ou bien, en vertu de l’égalité ( 236 ), qui définit (ô(a, 6 , c,Y), 
( 253 ) 


D dp d»x D(.r> g) d»x DQ% *) d»x 

d£ l)( 6 ,c) dtfd/ l)(c, «) d 6 d£ I)(a, b) OcOt 

!>(*»#) d*/ _»(«» x) d\r 

I lt f I V~ X X - » MX ! « X f X « ï - 


1)(6, c) da dt l)(c, a) Obdt J)(r/, b) dedt 
, d'x , I)(.-r,j) <)’= . !)(.»,.>•) ()’ = 

-b 7 m -r -t—~ -b ~ _ 


l)(ô, c) d«d* l)(c, a) dbdt l)(n, b) dedt 


= o. 


(») Hugoniot, Mémoire sur la propagation du mouvement dans un fluide indéfini, 
seconde Partie (Journal de Mathématiques, 4 e série, t. IV, 1888, p. 1 53 ). 
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§ i. — Propagation des ondes au sein des fluides parfaits. 
Emploi de la méthode de Lagrange. 


Il csl clair que nous avons 


( 254 ) 

dx 

** — — , 
dt 

II 

*** 

dz 

w -=âi* 

( 255 ) 

5 s 

11 

H 

à* y 
* = ûft* 

O'o- 

y*= df« 


En vertu des égalités (a 55 ) et en supposant le fluide parfait, ce qui entraîne 


( Jx— °1 


<h 


rZTZ O, 




les équations générales de l'Hydrodynamique [première Partie, égalité (74)] 
deviennent 

dll 


( 250 ) 


On a, d'ailleurs, 


/v v x d'x 

Ox P( X ' +X ‘) + ?i!-°> 

dll /v ( v \ à* y 
dy ~ pO'-t-LH-p-jjjs — °* 

01 1 -p (Z, +/ £ ) = 0 . 


c); 


dl* 


ô U- 0 R ù j c l ^ 

dx Oa ()x OU ôx de Ox 


Cette égalité, jointe à la première des égalités (289), transforme la première des 
égalités (a 56 ) en la première des égalités 


(207) 


1 ,} J2jJl .u !) (y» g > ^3 , PQ * g ) 'dn __ r fft / v . v __ 

l !)(&,<;7 d« l)(e,«) df> l)(a, 6 ) de ^ \ 1 dP / 

J l*(gf^) dH D(g»^) dU l>(g,-t?) dll __ fC> / Y Y ___ d*y\ _ 

\)( b , c) ôa I )(c,a) ùb 1 )( a , b ) de ^ \ * c dl f ) 

])(x,y) dll \)(x,y) dll \)(x,y) dll n / y y d ; cA _ 

, 1)(&, c) da I)(c, a) db l){a,b) de ^ \ 1 c dl*-) 


Les deux autres se démontrent d'une manière analogue. 

Supposons qu'une surface s } mobile avec t cl tracée dans l’espace des b y c 7 

• • dx 

soit onde du second ordre pour #, y y z et, partant, du premier ordre pour -^-î 

d y dz 

— y Y 7 * ^ cette surface s correspondra, dans l’espace des .r, y, z, une surface S, 
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mobile avec / et qui sera onde du premier ordre pour //,>, n»[sclon les éga¬ 
lités ( 254 )]. Dès lors, d’après ce que nous avons vu au Chapitre I, § 11 , la surface S 
sera onde au moins du premier ordre pour p et II, et, visiblement, il en sera 
de mèmè pour la surface s. 

Nous pourrons donc, d’après ce qui a été dit au Chapitré II> trouver, en chaque 
point de la surface s, un vecteur /, g y h et deux grandeurs (C et Jl, tels que Ton 
ait 


i 

d^ôv— .r,) 
Oa Ot 

=>•/, 

d*(a>j~ *r,) 

ObOt 

= 1 */» 

— ar,) 
de d/ 


d ! {a t - 
Ol * 

- X x ) 

4 - - 

= 0, 

'îoS) | 

à'(y,— y>) 
Oa Ot 

=?. ÿ. 

»i) 

Ob Ot 


€>*(.*'*— V|) 
de d/ 

— v » * 

à 1 (y, - 

-y,) 

h- "ér - 

= 0, 

J 

0 i (z i — 3,) 

Oa Ol 

= 

Ob Ot 

= p./i, 

d’( -i — £|) 
de d/ 

= v/l, 

{>*( 3 , - 

J/ 1 

' 5 l) 

4* «/i = 

-0; 

( 9 " 5 cj) 

Olpt — pt) 
Oa 

=1 , 

à(pi — p,-) 
Ob 

= P-^» 

— Pi) 
de 

= val, 

Pl) 

— 

-o, 

(260) 

d(ii,—ir,> 

Ou 

— ■) h' 

II,) 

Ob 


dfiL-ii,) 

de 

= v(P, 

Ot 

IM 

4- /1 U’ = 

- 0. 


* 


La surface s étant onde du second ordre pour x % y^ z> les dérivées partielles du 
premier ordre de ces quantités varient d’une manière continue en traversant celle 
surface, et il en est de même de (£> et de tous ses mineurs* Dès lors, les éga¬ 
lités ( 253 ), (208) et ( 25 g), jointes aux égalités (245), montrent qUc l’on a, en 
tout point de la surface s, 

(261) tOJl/i—p(L/ 4 - Mg -F NA) = 0. 

D’après ce que nous avons vu en la première Partie, Chapitre I, § 4 , X,-, Y 0 
X,*, Y,*, Z,* varient d’une manière Continue lorsqu’on traversé la surface S cl, par¬ 
lant, la surface s . Dès lors, les égalités (267), (208) et (260), jointes aux éga¬ 
lités (245), montrent que l’on a, en tout point de la surface s } les trois égalités 

/ (PL —= 0, 

(262) ) (PM — pi&ng = o, 

( (PN —pGdnfi — 6. 

De ces égalités (262) on tire sans peine les deux égalités 

(263) (P(L/-h 4 ~ N/i) — pffi n(f*+g*+ 10 ) = o, 

(264) (P(L*-h N*) - pO #i(L/+ 'SIg 4- NA) = o. 

Ici, distinguons deux cas : 
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Premier cas* — L'onde est d'ordre supérieur à i par rapport a ta densité o : 


(a65) 


<il ~ o. 


Légalité (261) donne alors 
(2G6) 


L jf + Aï ^ 4* N h — o. 


Interprétons ce résultat. 

En multipliant les deux membres de l’égalité (266) par X et tenant compte des 
égalités (208), ( 254 ) et (244)> nous trouvons la première des égalités 


a —.— -+P—J-— + /- 


Ou 


da 


a 


à(<h— «1) . «<*(»«,— »’i) . ,) 


00 


■+■ (3 


00 


+ Y 


00 


0(iit—tt,) lfi 0{v,— «>,) »'j) 

«- s -+ P—^r— +/-- 


Oc 


Oc 


o, 


o, 


= o. 


Les deux autres sc démontrent d’une manière analogue. Multiplions respective¬ 
ment ces égalités par el ajoulons-lcs membre à membre; nous trou¬ 

vons l’égalité 

Ut) + q —iy) ^ n>,) _ q 

^ d*# * 


ôx 


dx 


cpii, si l’on se reporte aux égalités (211), devient la première des égalités 

(<z/ 0 - h $m Q +yn 0 )a~o, 

(a/ 0 -f- p/M 0 4-y/i 0 )p = o, 

(a/ 0 +K+ 7» 0 )7 = °* 


Lçs deux autres se démontrent d’une manière analogue. Ces égalités montrent 
que l’on a, en tout point de la surface S, 


(220) 


a l 0 -h (3/n 0 *+■ / /'o = o. 


L’égalité (266), vérifiée en tout point de la surfaces, exprime donc que ta sur 
face S est une onde transversale. 

Moyennant l’égalité (266), l’égalité (264) devient 

(267) 


( î — o, 
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U onde considérée est d'ordre supérieur au premier par rapport à la 
pression H, 

1 , . . , 

p(D, qui est la densité du fluide à l’instant f 0 , ne peut être nu! ; les égaillés (263) 
cl (266) donnent donc 

(268) « = 0. 

La surface s est immobile dans l'espace des c/, b, c; donc, dans son mouve¬ 
ment, là surface S sépare toujours l'une de l'autre les deux mêmes masses 
Jluides. 

D’ailleurs, en vertu de l’égalité ( 25 o) et des égalités (aS/j), l’égalité (aG8) 
donne 

(222) dï> — (AU -b ( 3 e -f- yit'=:o. 

On voit sans peine, parles égalités (261), (263) cl (264)* que chacune dès éga¬ 
lités (265), (266), (267) et (268) entraîne les trois autres^ chacun des quatre 
caractères que nous venons d'énumérer entraîne les trois autres . 

On retrouve ainsi tout ce que nous avons démontré* au § 2 , au sujet des ondes 
transversales. 

Second cas. — L'onde est effectivement dit premier ordre par rapport à la 
densité p. 

On n’a pas 

( 2Ü5 ) ül”0. 


Dès lors, on ne peut avoir l’égalité (267), en sorte que l'onde est effective¬ 
ment du premier ordre par rapport à la pression fï. 

On ne peut avoir non plus l’égalité (268), et, comme pffi est essentiellement 
positif, les égalités (262) donnent 


(269) 


ê — !*_ 

L “ /« “ N ’ 


Interprétons ces relations. 
Multiplions les trois numérateurs par 


• àa 

di 


ôb 



b v 


de 

ô^v 
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et tenons compte des égalités (s 44 ); les relations (2G9) deviendront 


1 A da .db r àc\ 
c/.\f dx VJ ^ ^ dx) 

1 A. da dO dù\ 

=pO'e h -'' 4 '® +v4 '*'j 

1 A * det , db ï àc\ 

= -A > - , ‘e + '' / 'e +v, 'e) 


En vertu des égalités ( 258 ) et ( 254 ), ces égalités donnent 

I d(i/ t — ni) __ i_ (>,) __ i «*1) 

a àx £ doc y dx 

Celles-ci, en vertu des égalités (21 i), donnent la première ligne du groupe suivant 

</.l & am 0 otn 0 


a 

a 

ïJo = 

a 


P 

P™o 

p 

y/>>» 


Y 

P '<0 

y 

Vh 


y 


Les deux autres lignes s’obtiennent d’une manière analogue. Ce groupe d’éga¬ 
lités équivaut aux égalités 

(223) /û m> 


</. 


«0 

y 


Les égalités (269), vérifiées en tout point de la surface 5, expriment donc (pie 
la surface S est une onde longitudinale. 

Les égalités (261) et (264) donnent 


(290) 




L*-f- > 1 * 4 - N 1 <T 
to 1 dl 


Transformons cette égalité. 
On a 


d(H,-H|) _ d( IL—HQ da d( n 3 — H s ) M (>(11,-11,) de 

dx da dx db dx de dx 


ou bien, en vertu des égalités ( 2 i 3 ), (239), (24$) et (a 6 o), la première des éga- 
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o - !-■« 
* 0— l0 > 


P 1*0 = 


MT 
cü •' 


NT 


Les deux autres se tlémonlreiH d’une niauièrc analogue. 
On en lire^ en vertu des égalités ( 2 /{ 4 )> 


(271) 


VÎT+M’+.N 1 . 


Une démonstration semblable donne 


(272) 


R 0 =l\/L’+ M’-t- N% 


le radical ayant le même signe que dans l’égalité (271). 
t)es égalités (271) et (272) on tire 


(2 7 3) 


T Po 
A “ «0 


Les égalités ( 25 o), (254), (270) et (273) donnent alors l’égalité 


(22/î) 


( Do — au —-(31* — yi\>y~ 

lift 


Nous avons ainsi retrouvé, par la méthode de Lagrange, lous les résultats qui 
avaient été obtenus, au § 2 , par la méthode d'Euler. 


CONCLUSION DE LÀ SECONDE PARTIE. 

En terminant la première Partie de ces recherches, nous avons insisté sur le 

caractère extrêmement limité et particulier des cas où le mouvement des fluides 

donne prise aux méthodes ordinaires de Hydrodynamique. 

On pouvait penser que ces restrictions, .qui pèsent sur la plupart des théorèmes 

dits généraux de l’Hydrodynamique, viendraient également borner l’étude de la 

« 

propagation des ondes; en lait, Hugoniotet M. Ilâdamard (*) Vont abordé celle 
étude qu’en supposant l’existence de la fonction À définie en la première Partie, 
Chapitre III, § 2 ; en outre, ils ont supposé que les actions étaient newtoniennes 
et que le fluide n’était pas visqueux. 

(*) Cf. P. Appem,, Traité de Mécanique, l. IH, p. 33y. 
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Ces restrictions! heureusement, n’igfluènt pas sur le problème de la propaga¬ 
tion des ondes persistantes; ce problème peut être traité avec Une généralité qui 
n’a d’autre limite que la généralité même des équations fondamentales de l’Hy- 
drodynamiquë; on peut dire que la solution complète que nous avons donnée 
de ce problème constitue le seul théorème vraiment GêNÉRÀL que Von ait 
obtenu en Hydrodynamique. En particulier, nous ayons obtenu un théorème 
qui est exact pour tous les fluides possibles, visqueux ou non visqueux, conducteurs 
ou non conducteurs; seuls, les fluides qui sont à la fois visqueux, incompres¬ 
sibles et bons conducteurs de la chaleur en sont exclus; ce théorème est 
le suivant ; 

En tout fluide, on peut observer des ondes, d'ordre quelconque, qui sé¬ 
parent sans cesse les deux mêmes masses fluides et, partant, ne se propagent 
pas . 

Parmi les phénomènes qui manifestent r.eücinenl de semblables ondes, on peut 
citer, outre les cas anciennement connus des tourbillons et des jets, la propaga¬ 
tion de la chaleur par convection au sein d’une masse liquide, si bien étudiée, au 
point de vue expérimental, par M. Bénard (*); les curieuses cellules dont ce 
physicien a observé la formation trouvent leiir explication immédiate dans le 
théorème précédent. : 


(!) IJ. Bénard, Journal de Physique, 3 e série, t. IX, 1900 , p. 5i3; t. X, 1901 , p. 254. 




TROISIÈME PARTIE, 

SUR LES QUÀSI-biNRES (»). 


§ i. — Définition des quàsi-oniïks. Formules analogues 

AUX FORMULES Il’fluGOKlOT. 

Au sein d’un fluide riôn visqueux, on peut observer deux sortes d’ondes qui 
soient dii preiniêr ôidre ( a ) par rapport aux composantes */, p ,iv de la vitesse» 
Les,unes sont dés ondes\iràwvér$dtes‘[t\m ne sé propagent pas; les autres sont 
des ondes longitudinales; ce sont ces dernières qui vont nous occuper. 

Pour ne pas introduire dans nos raisonnements de complications inutiles, 
nous supposerons que le fluide est soumis seulement a des actions newtoniennes; 
nous aurons alors deux cas à distinguer : 

i° Léjiiiide est doué de conductibilité : 

A* > o. 

Les ondes longitudinales se propagent alors avec une vitesse donnée parla loi 
de Newton [Hecherchcs sur VHydrodynamique, II e Partie, égalité (228 bis)] 

(X — out — (5 V— y»»)* = 

2 0 Le fluide N est pas conducteur : 

k = o. 

(*) Sur les quasi-ondes (Comptes rendus, I. GXXXV, p. 7G1, séance du 10 novembre 1902). 

(*) Recherches sur VHydrodynamique; deuxième Partie : Sur ta propagation des 
ondes, Chapitre IV {Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2 e série, I. IV, 
1902, p. i 45 ). 
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Les ondes longitudinales se propagent alors avec une vitesse donnée par la loi 
de Lu place [Ibid., égalité (' 233 )] 

Ç 

—— « 

C' 

L’air est très péri conducteur de la chaleur; cependant sa conductibilité n’est * 
pas rigoureusement nulle. Une onde dtV premier ordre par rapport aux coinpôr 
sanies de la vitesse doit donc, si elle est longitudinale, s’y propager avec uné 
vitesse donnée par la loi de Newton. Or l’expérience montre que la vitesse de 
propagation d’une onde sonore ii’cst nullement régie par la formule de Newton, 
mais bien par là formule de Laplace. Il y a là une apparence de contradiction 
qu’il nous faut examiner. 

Considérons deux surfaces Sj, S i (jig* *)• Si, par un point M* de S|, nous 


Fig. i* 



élevons une normalé à cette surface, elle rencontre la surface S* en Mi. Nous 
désignerons par s la distancé M,Mo. Nous supposerons que la distance s est une 
très petite quantité. 

Nous supposerons que la région du fluide où sont tracées les surfaces S l} S 2 
n’est traversée par aucune onde; les quantités w, e, (V, 0, II, T seront donc, dans 
toute celte région et pendant tout le laps de temps considéré, des fonctions 
analytiques de x , y y z % t. 

Soit f une fonction quelconque de jy 3; nous désignerons par (/)* l’excès 
f(M2) — /(Mj)] de sa valeur au point ÂI* sur sa valeur au point M<. 

Nous admettrons que les six quantités 

<*>?! (*0î, (<*')’, (^)î, (II)Î, (T)î 

sont des quantités très petites, dii môme ordre que s, qui varient d'une manière 
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continue lorsque Mt décrit ta surface S t , tandis que parmi les quantités 

/du y 7 d«v /ouy 

Wr U J,’ 

/M* (di>y /ài’\* 

\d&) * U'Ji’ W,’ 

A^Vi’ W// 

il en est au moins une qui a une valeur finie* 

Lorsqu'il en sera ainsi, nous dirons que la tranche comprise entre les deux 
surfaces'Sf, S 2 forme une quasi-onde du premier ordre-par rapport aux com¬ 
posantes t», i\* de la vitesse. Il est clair qu'au point de vtie expérimental, une 
quasi-onde hé se distingue pas d’une onde véritable; aü poiiit de vue algébrique, 
au contraire, elle en cslessentiellement distincte. 

Sur la surface S,, prenons un point quelconque N,, voisin du point M,;’par 
ce point, menons une normale à la surface S, ; soit Ni le point où cette normale 
rencontre la surface S 2 . Visiblement, nous pourrons écrire 

C « (N ± ) — ^ (N t )] — [ W (xM*) — « ( M, )] = Xe MTnT» 

« 

en désignant par ), une quantité finie. 

Cette égalité peut encore s’écrire 

(i) [rf(M.) - //(N,)] -[//(M,) - #(N t )] = 

Si, par le point M,, on mène une tangente au chemin M|N,, et si l’on désigne 
par /, m } n les cosinus directeurs de celte tangente, on aura 



en désignant par les valeurs des quantités au point M,. 

Si, de même, par le point M* on mène une tangente au chemin M 2 iN 2 et si 
l’on désigne par /«', n 1 scs cosinus directeurs, on aura 

<*"*) «(N,)-«(M,)=[(g) i f+(^) i ».'+(ë) i -.'|5M5;, 


en désignant par 


du 


• les valeurs des quantités^—, ♦ au point M*. 


♦ • • 
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Les quantités ~ > * * * peuvent être finies; au contraire, 

les différences t l — /, iri^~ni y n r —/i sont sûrement de l’ordre de s; il en est de 
même de la différence — i. Dés lors, les égalités (i), (2) et (2 'bis) nous 
permettent d’écrire - ' 

|x étant line quantité finie. 

Cette égalité ( 3 ) doit avoir lieu pour tout système de valeurs de /, m, /t assu- 
jetti aux égalités 

Z 1 m* -t- n* = 1, 
ce/-b (3/n-f-yn = o. 

L’itue des trois quantités a, [î, soit a, est sûrement différente de zéro. Si 
l’on pose - 


du 

ôx 


= otV, 


l égalité ( 3 ) deviendra 

Il nous est loisible de faire prendre a n la Valeur zéro; celte égalité nous mon¬ 
trera alors que la différence a une valeur très petite de l’ordre 

de e; nous pouvons, de même, donner à ni la Valeur zéro; nous voyons que la 
différence m-*] a une valeur très petite de l’ordre de e. En résumé i à 

chaque point. M, de la surface Sj, on peut faire correspondre quatre quantités 
finies t!>, 6, c, telles que l’on ait 


0 £y~«O+a,, 


M 


( 

fê» 

; <«■*• 


- 4 - Ü£, 


“f- cz» 


On justifierait de même les égalités 


(é bis) 
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Ces égalités jouent pour les quosi-ondes le même rôle que le premier leniinc 
d’IIugo/iiôl pour les ondes proprement dites. 

Considérons maintenant une quasi-onde persistante; limitée, à (Instant /, par 
les surfaces Si, Sa, elle est limitée, à Pinslant {t -\-dt ) 9 par les surfaces S', S!, 
{fig* 2). La normale à la surface S f , menée par le point M i9 rencontre la sur- 


Fig. 2. 



face SJ en MJ J la normale à la surface S 2 , menée par le point M 2 , rencontre la 
surface SJ en MJ ; on a 

MjMJ = ÛL dt, MTmT— Dl 2 dt, 

DI, et DL 2 ayant, pour chaque point M, de la surface S,, des valeurs déterminées; 
de plus, (Dt> 2 ~ X) .esf, de l’ordre de s. 

Nous pouvons évidemment écrire 

[//(MJ)— «(MJ)] -[«(M,)— 

X étant une quantité finie; ou bien encore 
( 5 ) [//(MJ) - //(M,)]- [//(MJ) - //(M,)] = lidl. 


Or on a 


(O „(M;i-«(si l) =[Æ) i « + (|) i U-H-(^) i r] 


/ 0 u\ 1 ,. /du 




Si a 2 , Y 2 sont les cosinus directeurs de la normale M 2 MJ, on a de môme 
(6 bis) «(M;)~«(M i )=[(^') 

Mais, visiblement, les différences (a 2 — a), (( 3 2 — £ï), (Y2 — Y) sonl des quantités 
D. 26 
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Irès petites de l’ordre de t. Les égalités ( 5 ), (6), (6 bis )''"donnent donc l’égalité 

Comparée aux égalités ( 4 ), cette relation devient la première des égalités 



XÜ+ (ë) I - </£ ’ 

a ™ + {ïï) l =d% 


cl , d\ cl a étant trois quantités finies* 

Les deux autres s’établissent d’une manière analogue. Ces égalités (7) sont, 
pour les quasi-ondes, ce que le second lemme d’IIugoniol est pour les ondes. 


§ 2 . — Des quasi-ondes dans les fluides parfaits. 


L’équation de continuité 


dp dp ’ dp dp ( du di' dw 

Tt +u dï + v JÏ + ' v dz + + 


!)« 


est vraie en tout point de l’espace; écrivonâ-la au point M 2 , puis au point M t , 
et retranchons membre à membre les deux égalités obtenues; nous trouvons 


/o\ /dpV /dp\* /dpV * /dp\* (du di* dw\* . 

(S) ( di) + 11 " (dÿ), + “W. +p \07v + ÔJ' + '-Jï) t - u * 


1 étant une quantité finie. Mais une démonstration semblable à celle qui a fourni 
les égalités ( 4 ), (4 bis) et (9) montre qu’à tout point M, de la surface Si corres¬ 
pondent cinq quantités finies A, B, C, D, telles que l’on ait 



(£),-“•* +a ‘’ 
(*):=•/* +Cî - 


\dl / j 


(9) 
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En vertu des égalités ( 4 ), (4 bi$) et (g), l’égalitc (8) devient 

(io) (0o — au — — yip) 4 l — p(«tD 4-/ 3 1 *? 4-y*S>) = Er, 


E étant, en tout point jM, de la surface S« y une quantité finie. 

Raisonnons de même sur les trois équations hydrodynamiques; écrivons la 


première 



du\ 

+ '" 3 r;=° 


au point M 2 , puis au point M|, et retranchons membre à membre les deux éga¬ 
lités obtenues; la différence [X(M 2 )—X(M,)] étant supposée très petite de 
l’ordre de e, nous trouverons l’égalité 



où X est Une quantité finie. 

Mais, en tout point M ( de la surface Sj, il existe cinq quantités finies /V, IV, 
C ; , D # , (P telles que Von ail les égalités 


(12) 



analogues aux égalités (9). Moyennant les égalités ( 4 ) et (12), cl en désignant 
par F une quantité finie, l’égalité (11) devient la première des égalités 


03 ') 


p(âK> —— (3i>— 

p( 9 ï> — au — pp — yiv)\? — f$(P = Ge, 
p(0t> — au fiv — ytv)X8> — y® = Ils. 


Les deux autres s’établissent d’une manière analogue. 

En chaque point du fluide, nous avons l’équation de compressibilité 
[ Recherches, l rc Partie, égalité (^ 5 )] 


n- P *^ = o, 


dp 


qui nous permet d’écrire, en particulier, 




!f)0 
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Écrivons celte égalité pour le point Ma et pour le point M(, et 'retranchons membre 
à membre les résultats obtenus; nous trouvons Légalité 


(« 4 ) 


/<my ( ôk , t o*K /erry_\ 

( 0 x) t '(Jp’JlJ, p 0 pdv\ 0 x) t ~ 


Deux cas sont à distinguer : 

i° La quasi-onde est du second ordre par rapport à la température T; 

( dTV /dTV /dT\* ' 

—J > J > J sont des quantités de l’ordre de s; alors, en vertu des éga¬ 
lités (9) et (12), l’égalité (14) devient 


05 ) 


<r ~( 2 p ^ +p 4 iy) a -- j£ ’ 


J étant une quantité finie. 

i° La quasi-onde est du premier ordre par rapport à la température T; il 
existe alors cinq quantités A", lî", G*, D", &, finies en tout point de la surface S f , 
telles que l’on ait 

1 


(. 6 ) 


I (ù TV 

l ( 01 


1. 

4- IV c. 


lin vertu de ccs égalités (16) el des égalités analogues (9) el (12), l’égalité (i4) 
devient 



K étant une quantité finie. 

Pour connaître celui des deux cas auquel nous avons affaire, nous allons 
recourir à la considération de la conductibilité. 

Sur la surface S|, prenons (Jig. 3 ) une aire d’étendue finie M|N f ou S* ; par 
les divers points M,, N,, ... du contour de cette aire, menons des normales a la 
surface S, el prolongeons les jusqu’à la surface S 2 ; elles y dessinent le con¬ 
tour M 2 N 3 d’une aire finie Sj. Demandons à la théorie de la conductibilité 
l’expression de la quantité de chaleur clQ dégagée, dans le temps d(, par le 
volume M|N,MiN 2 . Si dS est un élément de la surface S qui limite ce volume, 
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si y est la normale à cet élément vers l'intérieur dé ce volume, nous avons 

(IQ = (U 

La surface S sc compose de trois parties : les deux aires 2,, S 2 et la surface 
réglée <r qui s'appuie sur leurs contours. Soit m t n\ == f/2 4 un élément de l'aire 2| ; 
des normales à S|, issues des divers points m ... du contour de cet élément, 



découpent en Paire S 2 un élément m 2 n 2 = qui correspond à l'élément f/2, 
a, (ï, y sont les cosinus directeurs de la normale /;*, m 2 à la surface S, ; la normale 
menée en m 2 à la surface S 2 , dirigée dans le même sens que la précédente, a pour 
cosinus directeurs a 2î P 21 Y** Nous aurons alors 



ce qui peut encore s'écrire 


( 18 ) dQ = 




'"XI 
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L’aire a est de l’ordre de e; si le coefficient de conductibilité est très petit de 

X ()ï 

(It sera de l’ordre de v/. 

Les différences 

cil. 


1 


«j — «, $t—{ 3, /*— 7 


’ r/i, 


— i 


sont assurément de l’ordre de e;ona 


— A(p„T,)— A(p„T,), 

et, comme les différences (o 2 — pi), (T a — T|) sont de l’ordre de s, la diffé¬ 
rence k(m a ) — k(nii) sera de l’ordre de ey. 11 en sera de même des différences 


», 




{ 3 X(/?i,), 


— yt(m t ). 


et de la seconde intégrale en l’égalité (18). Cette égalité peut s’écrire 

X étant Une quantité finie. Mais les quantités 


j, x(àTy 


M ■*«.>(£)> 




sont d’ordre ey si la quasi-onde est du premier ordre en T, el d’ordre c 2 y si la 
quasi-onde est du deuxième ordre en T; on peut donc écrire, en toute circon¬ 
stance, 


09) 


(IQ z=z Iv; dt . 


X élant une quantité finie. 

La quantité de chaleur clQ peut encore s’exprimer d’une autre manière; on a 
[Recherches, I rc Partie, égalité (90)] 


lWQ=,«/[T P g(g„ + ïï„ 


dT d'f\ 

+ àï' V + Ut) 




O'K ràu + 0^ + 0^ dtSt 


dp dT \dz? df dz) J 


l'intégrale s’étendant au volume M|N f N2M 2 . Ce volume est de l’ordre de e; on 
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voit alors que la quantité sous le signe J* doit, selon l’égalité (19), être de 
l’ordre de 7 : 

• 


àT*\àæ ' dy 


à 


dT\ 
àl ) 


„ à'K (d T <)T .... ,. , 

* P -1TI { ,Vi U "+■ A.. V W + A , ) 1 P* ,)•(> [ ,) „ H" A „ + A , J — K/.l 


d'K (du dv ùiv\ 


dp d'V \ 0 æ dy dz J 


p. étant une quantité finie. Si nous écrivons celte égalité au point »»,, puis au 
point /?i 2 » cl si nous retranchons membre à membre les résultats obtenus, nous 
trouverons sans peine l’égalité 


(ao) 


-vMMîA s ) hs):h 


Ar 57 £, 


v et t3 étant deux quantités finies. 

Si la quasi-onde considérée est du premier ordre par rapport è T, les éga¬ 
lités (4), (4 bis) et (16) transformeront l’égalité (20) ch 

d*£ /Pt 

(2ï) —«w —(3e — 9s, 


0 étant une quantité finie. 

En chaque point du fluide, on peut écrire la relation supplémentaire 
[Recherches, I rc Partie, égalité (g 4 )] 


(22) 


k AT -h 

dk 

dT 

[/<m* /dry 

lv*) ■*■(<>/) + 

(£)*] 


A- 

d/c 

dp 

(àT 

\ô.v 

d? àT dp 

1 - 4 - 1 - 4 - 

0 x dy Oy 

• 

dT dp ^ 

dz dz J 



T 

d'K 

(àT 

àT 

àT 

àT 

Ar 

EP 

àT* 1 

V dcc 

u H— v H— z — tr i 
dy dz 

ôt 


- 


T , 

, à'K (Ou 

dv 

div 



~ 

v/ 

dpdT\d.v 

H—r- H~ 

ày 

ôz 


o. 


Le premier membre se compose de cinq termes; en toutes circonstances, le 
quatrième et le cinquième sont au plus finis, le deuxième et le troisième sont de 
l’ordre de y. 

Si la quasi-onde est du premier ordre par rapport à la température T, les 
dérivées partielles du second ordre de T en x, y, s, seront, en général, d’ordre - 
à l’intérieur de celte quasi-onde; il en sera de même de AT; A* AT sera donc de 
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l’ordre de grandeur Si, au contraire, la quasi-onde est, en T, d’ordre supérieur 


au premier, AT est fini et le AT est de l'ordre de y. 

[/égalité précédente nous enseigne donc que, pour qu'une quasi-onde, du 
premier ordre en u , r, ny p, H, puisse être du premier ordre en T, il faut 


que ^ soit fini, ou que son épaisseur soit du même ordre de grandeur que le 

G . . *. • " • ' # # _ 

coefficient de conductibilité; si, au contraire, son épaisseur t est très petite 
par rapport au coefficient de conductibilité, la quasi-onde est d'ordre supé¬ 
rieur au premier par rapport à T. 

Dans ce dernier cas, on a 


(23) G = o, 

Dans le premier, l’égalité (ai) peut s’écrire 
• /i*V 

(*4) —«w —Pv—yw)6 + p^~j(aO+P<> + */«>) = w f 

Tj étant une quantité finie. 

Les égalités (to), (i 3 ),. (i 5 ), (17), (a 4 ) ne différent que par des termes de 
l’ordre de e des équations qui nous ont permis de traiter la propagation des ondes 
proprement dites dans les fluides parfaits ( Recherches, 2 e Partie, Chap. IV). 
Nous parvenons donc sans peiné aiix résultats suivants : 

Au sein d'un fluide parfait très peu conducteur , on peut observer : 

• i° Des quasi-ondes sensiblement transversales . Elles ne se propagent pas, 
en sorte que l'on a sensiblement 


— a u — — y u» — o. 


2 0 Des quasi-ondes sensiblement longitudinales . Celles-ci sont de deux 
sortes : 


A. Les unes ont une épaisseur très petite par rapport au coefficient de 
conductibilité du fluide; leur vitesse de propagation est donnée sensiblement 
par la formule de Newton 


(0£> — au — P<» — yir)*=r 


1 



B. Les autres ont une épaisseur du même ordre de grandeur que le coeffi¬ 
cient de conductibilité du fluide; leur vitesse de propagation est sensible- 
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ment donnée par la formule de Làplace 

(OL — au — (3r — : ÿir)* = 


i C 


m 


Les ondes proprement dites, dont -Vépaisseur est rigoureusement nulle, 
doivent être regardées comme la forme limite des premières ondes . 

Nous voyons maintenant-que les observations faîtes sur la propagation du son 
dans l’air et les autres gaz concordent avec les résultats de la théorie, pourvu que 
l’on admette la proposition suivante : 

En aucun cas on n*observe, au sein dé Vair ou d'un gaz peu conducteur, 
ni lü : propagation d'une onde proprement dite, ni la propagation d'une 
quasi-onde dont Vépaisseur soit très petite par rapport au coefficient de con¬ 
ductibilité. 


... _ -v 

§ 3 . — Des quasi-owdes aü sein nus fluides visqueux. 

Il resté à rechercher les raisons que Y on peut avoir d’admettre l’exactitude 
d’une telle proposition..Ces raisons vont être tirées de la remarque suivante : Ni 
Vair, ni lés autres gaz ne sont des fluides parfaits; leurs coefficients de vis¬ 
cosité né sont pas rigoureusement nuis; ils sont seulement très petits . 

Or, ce que nous savons déjà ( Recherches, II e Partie, Chap. 111 ) nous enseigne 
qu'aucune onde proprement dite ne peut se propager dans un fluide vis¬ 
queux, quelque petits que soient les coefficients de viscosité . 

Mais il y a plus. Nous allons voir, que l’existence de la viscosité, si faible soit- 
elle, impose une limite inférieure à l’épaisseur d’une quasi-onde capable de sc 

Considérons une quasi-onde S f S* du premier ordre par rapport à u, s f > w 9 p, II. 
Par cet énoncé, nous excluons les quasi-ondes qui seraient du premier ordre par 
rapport à certains de pes éléments et du second ordre par rapport à d’autres; 
comme les ondes, proprement dites jouissant de telles propriétés, de semblables 
quasi~ondes sont possibles, mais elles ne sc propagent pas. 

Au sein de la quasi-onde S|S a , découpons le volume M|N|N 2 M 2 représente 
parla figure 3 . Donnons un déplacement virtuel à la masse fluide que renferme 
ce volume. Nous supposerons que lorsqu’on traverse ce volume suivant une nor¬ 
male Wj/zia à la surface Sj, les composantes Zx, ty, Zz varient de telle sorte que 

leurs dérivées partielles . • •> soient du même ordre de grandeur qucS.r, . 


27 
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dès lors, du point ni t (tu ;poiiil nf iy ox subit une variation (2^*— 2#<) qui çsl dit 
même ordre de grandeur que e 8#. 

Pour; ce déplacement virtuel, nous pourrons écrire 


( 2 5) 


*1” e/6y—^ ^ ~t" Py 8y “t* P5 — u. 


Dans cette égalité^ : t < 

r/6* représente le travail-virtueldes forcés extérieures appliquées aux divers élé¬ 
ments de masse du fluide déplacé, 
e/6/ le travailde's forces d’inertie appliquées àüi mêmes éléments, 
cfày\ç travail des actions de viscosité appliquées aux mêmes éléments, 

^ le potentiel interné de là masse fluide, 

S la surface qui la limite, 

enfin P*, P r , P z ont les valeurs suivantes [Recherches sur l*ilydrôdynaniiqiie } 
I re Partie, égalités (77)] 

| l\* = (II V x ) COS(/l/> iV) -h T Z COS(/IV/) -+* Ty COS(«/, z) i 

Py= T s COs(/l/, V y ) C05 (/**,/) .4- ^ COS (tlf, 3 ), 

P- ^ Xy COS( M(y OC ) 4* T X COS.(/l/, /) 4~ (H V,) COS(/l/, «). 

• . . » , 4 , 

dibey d&jj&jJ sont visiblement des quantités infiniment petites du même ordre 
de grandeur que s 2#. • . , 

Il est facile de voir qu’il en est de même de e/6*.. Celte quantité, en effet, a. 

? ' . • 4 • 

pour valeur [liec/terches, i rc Partie, égalité ( 4 G)] 

y- /T ào.v ddy do ; {ddy ddz\ 


*4- 


/à os àd.v\ ( 

Tjr VÂF + " 7 ;t) + K 


ôè.v t d2) 

dy ” T ~’ e)j? 


i)i ,te '- 


tandis que v x> v y , v z> v, t* sont donnés par les égalités [Tfec/ié/’c/iè»,' 
I rc Partie, égalités ( 5 i)] . 


**=->•(?. T)<>— iÿ-ip, T)g, 


/ >r » (dv , dw\ 

: X =- A x(p, j,. 


(V) 


’ du dv àiv 
° = dï + ày + d; 


Les quantités y/, t/ sont visiblement finies; e/6 t . est donc une quantité infini* 
ment petite de l’ordre de s Sx, même si les coefficients de viscosité X, \x ne sont 
pas très petits. 
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U surface S se décompose èn trois parties qüc nous avons désignées par à*, 

£|, 2*. Jl est clair que, dans l’égalité (aS), la partie de l'intégrale / qui sc rap- 

porté à la surface v est infiniment petite de Tordre de t %x. 

Si donc nous désignons par K. une quantité du môme ordre de grandeur que 
les déplacements virtuels tx } Sy, Sz, l'égalité (a 5 ) pourra s’écrire 


(a8) 


• 

H- [Px(Wf) dj?,-t- P r (/»î) -4- P s (Wi) dvj] r/2^ K £. 


Considérons la somme 

< ; P-«(iN|)-.&£| */2, i- P x (w f ) àx ± r/2*, 

On peut l'écrire 


(*9) 


[P*(/«,) 4- P x (m,)] àr, </2, IV( m*)[ÏXt dît - dx t Jl , ], 


Là quantité P*(m 2 ) est finie; la différence (&r 2 r/ï 2 — (fà\) est tîc l’ordre 
de grààdeiir de eS-r* rfS| ; il en est donc de même du second terme de l'expres¬ 
sion (29), ■ 

Considérons le premier tenue. 

Kn . 

cos(/i/, <r) — <*, cos {n h v)-- p, cos(/i, t z) == y, 

lin //t 2 , 

COS(//,*, tf?) =— <X it . COS(///, % p)=.— 3*5 cos(// /? s) =r — y t . 

. Nous pourrons donc écrire en vertu des égalités (26), 

P*(wi);+P,(i»ii)=Xn l --II t «+-v xl —v,,jâ + (Tii--f st )p-+ ( T ri — Tr*)y 

— (ÏL-b v xl )(a,— a) — r cï (P,— (3) — T r i (y* — y). 

Les quantités (1I 2 —IL), (a 2 — a), (jî 2 ~ fî), (y^—y) étant dès quantités très 

petites de l’ordre de $, nous pourrons réduire P*(/>*,) + P x (m 1 ) à 

• * 

(v*| — + (T-, — T : ,)p + (Ty, — Ty,)/. 

r 

augmenté d’une quantité très petite de Tordre de s. 

Par ces raisonnements et par des raisonnements analogues, on-voit que Téga- 
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lité (28) peut se mettre sous la formé 



- * .■ * 

v*>)« + (t« — T,I )Ç> + (t,«— T r ,)y] &r, 

. . - ***.’.-. 

Tïi•)«.+' ( v jt— y yi)P '+ (r*t— 


+ [(T y , — T,i )<x + (tan— tj-i)j3 + (v,t 


v*i : )y] d», |rf 2 , = Le, , 



L étant une quantité du même ordre de grandeur que àr, 8/, 8s, 

Celte égaillé devant avoir lieu quels que soient 8#i, Sy*, 8z,, On doit avoir, en 
tout point de la surface Ê,, 

(v*,— VsjK-Kf'ÎM— T s ,)P4-(t y ,— t > i)’-/ = G e, 

» ’ # ; , i 

(r 2J — T S | )<3( -4- (v yî — V J-|)P (*it 7 ll )y — £ » 

(Tÿi — Tyi ) à -t- (T x j — T^i ) (3 4- ( V ,i — v*i ) y == G r e, 

. » 

. * 

- • * 

G', G', & étant trois quantités finies* 

Selon la première égalité (27), nous pouvons écrire : . 




4 


•// 

Lors même que les coefficients de viscosité X, p ne seraient pas très petits, les 
différences 


sont des quantités très petites dé Pôrdré de e; il en est donc de même des deux 
derniers termes de l’égalité précédente. 

Par ce raisonnement et par des raisonnements analogues, nous pourrons, au 
'lieu des égalités ( 3 o), écrire les égalités 



p étant mis respectivement pour Mpii T«)> p(?i> T|) èt H, FP, 11 " étant trois 
quantités finiesi 
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Moyennant les égalités ( 4 ) et (4 £>iV), ces égalités ( 3 i) deviennent 


ao5 


( 3 a) 


(<>• 


(X -f- p)(# t) ( 3 \?. -j- y -H fi V) —A s, 
()."+ p)(«ü + + y «>){3 + p\*> '= 

(X 4- p)(aï) + .-+■ yiR>)y -4- p® =t= A'e, 


h > /**, /< v étant trois quantités finies. 

Si nous multiplions respectivement ces égalités par a, (î, ÿ et si nous les ajou¬ 
tons membre à membre, nous trouvons l’égalité 

(X‘+ajpt)(«t)‘.-tTP>? + y<P) = (a/i + p/i , + y/i ,r )€ 
qui permet de leur donner la forme suivante : 

[/, -(«/. » p/,' . x ^ J ;. 

[ [*•-<«»+,*•* J- ' 


( 33 ) ' 


• 4 ^ f 

Pour que la quasi-onde considérée soit réellement du premier ordre en u T ô, w } 
il faut que V) y %?, V?> soient des quantités finies, et non pas des quantités très 

j " 

petites*) il ne faut donc pas que - soit une quantité très petite. Nous pouvons, 

;• - P 

dès lors, énoncer les propositions suivantes : 

Un fluide dont le coefficient de viscosité p n’est pas très petit ne permet la 
propagation d’aucune quasi-onde très mince . 

Un fluide dont le coefficient de viscosité p est très petit ne permet la pro¬ 
pagation d’une quasi-onde que si Vépaisseur e de cette quasi-onde est au 
moins de Vordre de p; si Vépaisseur e de la quasi-onde était très petite par 
rapport à p, cette quasi-onde ne pourrait se propager. 

Cette proposition nous donne déjà la raison de celle qui a été admise à la fin 
dü paragraphe précédent. 

Mais une question se pose maintenant : L’existence d’une faible viscosité ne 
modifie-t-elle pas d’une manière notable lés lois de la propagation d’une quasi- 
onde'établie an § 1 ? C’est celte question que nous allons examiner, 

Les termes de viscosité n’intervenant ni dans l’équation de continuité, ni dans 
l’équation de compressibilité, rien n’est changé à l’établissement des équa¬ 
tions (io) et (17); il nous faut au eontraire reprendre les raisonnements qui ont 
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. . • . . * * ? ^ - . % ’ ‘ . *. . ♦ • * * « . ' - « 

uoiihé les éqùàlipïis (i 3 )^ (il), (à 3 ) el (a^)* ‘ 

En tout point du milieu, nous devons écrire les égalités 


• * - \ 

( 34 ) 


<ni 

dx 


(du.:'. du 


ar / I vu., • V>» . 


Où 

t*-~- 4 - 


dïiX 

"'W 


\ • * • 


/ < 


Ê 

t 


, ÔO 

- jx Au 

-»( 

yx dp 
ypOx 

d\ o’i'x 

+ OT Ox) 

■ ■. * 

du dr 

'dû , 

ddy 

i dp 7 

r âu ^ dw\ 

, 41 

Ox dx ' 

W 

dx) 


Ox) 

mi 


fdu 

dv} 

,dT ,/ 

(Ou Ow\ 

,<rr| 

ûx Ox ' 

idy + 

Ox j 


Ox) 

ifcl 


— o, 




i « ■ , 

• < . . . . 4 • • • » . • • • » , . * . . • ». 


0 * a 


Au sein de la quasi-onde, les dérivées du second ordre sont Iréf 

grandes, comme il en est donc de môme, ëh général, dé À tt> Notis 4 

o > -, V D ? oæ d/ os *. -j 

supposerons que u soit une quantité très petite de Lordrè de ê, sans quoi* nous 

l’avons vu, aucune quasi-onde ne pourrait.se pro'pagerj dès lors, au* premiers 

membres des équations ( 34 )> tous les termes sont assurément finis* sauf peut-être 

les termes - \ . • . 

\oo . dû v; 09 

/•'T— > A J A3-.» * - ' ’! 

ôx Oy oz » 

Les équations ( 34 ) ne peuvent avoir lieu que si ces termes sont aussi finis. 
Supposons d’abord X fini; il faudra que ^ soient, dans toute l’étendue 

de la quasi-onde, non pas des quantités très grandes de IWdre de-) mais sim- 

plement des quantités finies. Dès lors* ô(/w 2 )— 0 (w'i j, au lieu d’être une quan¬ 
tité finie, .sera une quantité très petite de fordre de s. 

Mais les égalités ( 4 ) et (4 ^5) donnent 

On voit donc que si X est fini, (ciü-f (W-t-yW) devra être Une quantité trèé 
peliie de l’ordre de e; toute quàsi-ondc sera sensiblement transversales Laissons 
de côté celté onde transversale, dont l’existence était prévue et dont la vitesse: 
de propagation est nulle. 

Nous ne pourrons observer Une quasi-onde autre que celle-là* à moins qüé X 
ne soit une quantité très petite du même ordre que c, et parlant que p. , 
-Tous les termes qui figurent aux premiers membres des égalités ( 34 ) seront; 
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maintenant des terfnes finis. j\ou$ pourrons donc écrire ces équafiôns au point m 2 , 
puis au point mu et retrançlier membre à inenibre les équaUons correspondantes ; 
mais, auparavant^ nous devrons prendre uiie précaution qui, jusqu’ici, était 
inutile. v 

Les dérivées partielles telles qüe'^-J[> ••• sont, à l’intérieur de la quasi-onde, 

très grandes de l’ordre -j én dehors de la quasi-onde; elles redeviennent finies. 

On aura soin de tracer les surfaces S*, S ? dans les parties de .l’espace où cés 
dérivées du second ordre ont des Valeurs finies; ’ 

Moyennant cette précaution, l’opération indiquée redonnera les équations (i i) 
et (i 3 ). . 

Venons maintenant à l’équation (20) et au raisonnement qui l’a fournie. 

Il devra être modifié ainsi qu’il suit : 

On a [Recherches, I re Partie, égalité (90)] 


P ja Ht à*K (dt, 'àt -, .dT t dT\ 

= i'P3T*\3£"^- Ty"^ Jï h Si) 

, v \ d-K (du dç dtr\ • > (du 
p dp OT \dæ ^ dÿ + dJ) + l \dx 


dv dtVV 
df + dz J . 


V(duy (dv\* (dtvy (dv . 0 \v 

dw du \ 1 (du 
d v ^ dz ) *\dy 




dæ 


;dm, 


l’intégralé s’étendant au volume Al,N, N 2 M 2 , 

Si l’on observe que ce volume est de l’ordre dç s et que cl() doit, selon {Vga- 

lité (19), être de l’ordre on voit que la quantité sous le signe jf doit être 

de l’ordre de yN Si l’on observe, d’ailleurs, que).et p. sont des quantités du mémo 
ordre de grandeur que e, on voit que l’on peut écrire 


rr. d*Ç /dT dT 


T P 


dT 1 


(dT t 


dy 


dT ‘ t dT\ 
t’ H- — u> + 


àz 


dl J 


,,, 1 / dit , < 7 t’ 

^ fl.o«JT \«Jo; ()>' dz)~ ff ^‘ 




Écrivons celte égalité pour le point /»,, puis pour le point in it cl rclranclions 
membre à membre les résultats obtenus; nous retrouvons l’égalité 
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Quant i l'égalité, (aa), elle devra être ' complétée en ajoutant au premier 
membre [ftecherches^l" Partie, égalité ( 94)3 les termes 


X/drt. . MV 

E \<X* dy dz ) 


-h 




Cês termes, qui ont en facteur Voit ja, sont dé l’ordre de à ; il né modifient donc 
rien aux conclusions tirées de Pégalîtë (àé). : 

En résumé^ dans Un milieu très peu bisq lieux, une (jUàsi-oiïde dont l'épais¬ 
seur t est du même ordre de grandeur que les coefficients clé biscôsité X éi p, 
se propage sensiblement suivant lés mêmes lois qiien un fluide parfait . 


CONCLUSION DE LA TROISIEME PARTIE. 

Nous voyons, par ce qui précède, que dans Pair ôü dans tout autre gaz très 
peu conducteur et très peu visqueux, on n’a jamais observé la propagation d’une 
onde'proprement dite; ce qui semble une onde à Pexpérimenlâtèur apparaît au 
mathématicien comme une quasi-onde. 

L’étude de là propagation du son avait si bien familiarisé les physiciens aVec la 
notion d’onde et de vitesse de propagation d’une onde, que ce inode de propa¬ 
gation semblait à beaucoup d’entre eux leseul possible; ils répugnaient è admettre 
que certaines propriétés, telle la température au sein d'une masse conductrice, 
pussent dépendre exclusivement de fonctions analytiques de x, ÿ i s, t } en sotte 
qu’il n’y eût, dans Pacte de leur propagation, ni onde, ni vitesse. Il est piquant 
de constater que ce mode de propagation est précisément celui qui convient au 
mouvement sonore dans Pair et que, même dans cç cas, l’existence d’ondes, 
l’existence d’une vitesse de propagation'sont seulement des apparences et des 
approximations. 
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